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AVERTISSExMENT. 

jlje   Calcul   des   Probabilités,    inventé   par 
Pascal  et  Fermât,  n'a  pas  cessé  depuis  d'ex- 
citer l'intérêt  et  d'exercer  la  sagacité  de  leurs 
plus  illustres  successeurs;  mais  les  élémens 
de  cette  branche  des  Mathématiques  appli- 
quées, sont  restés  bien  en  arrière  de  l'état  de 
la  science.  Après  quelques  ouvrages  super- 
ficiels ou  incomplets  ,  on  ne  trouve  plus  que 
des  Mémoires  académiques   ou  des   Traités 
fondés   sur  les    parties    les  plus  élevées  de 
l'analyse  ,*  ensorteque,  même  avec   des  con- 
naissances assez  étendues  dans  les  Mathéma- 
tiques élémentaires,  il  faut  encore  se  borner 
à  croire  sur  parole ,  la  vérité  des  points  fon- 
damentaux de  la  théorie  des  probabilités,  qui 
peut  cependant  s'établir  d'une  manière  très- 
solide  par  le  seul  secours  des  élémens  d'Al- 
gèbre. C'est  pour  remplir  cette  lacune,  que 
j'ai  rédigé  le  Traité  que  j'offre  en  ce  moment 
au  public. Dans  le  texte,  je  ne  suppose  presque 
rien  au-delà  de  ce  que  contiennent  mes  Elé- 
mens d' Algèbre.  De    plus  ,    j'ai  eu    soin  de 
mettre  en  évidence  les  énoncés  des  principes, 
et  de  multiplier  les  résumés,  afin  qu'on  pût  en- 
core acquérir  une  idée  de  la  théorie,  indépen-* 
damment  des  formules  algébriques.Enfin,  pour 


IV  AYFRTISSFMr.XT. 

rendre  plus  facile  le  passage  de  ce  Traite  9 
à  ceux  où  Ton  a  déployé  toutes  les  ressources 
de  l'analyse  transcendante,  je  l'ai  termine  par 
quelques  Aotes,  où,  partant  de  formules  con- 
tenues dans  mon  Traité  élémentaire  de  Cal- 
cul différentiel  et  de  Calcul  intégral,  j'ai  ex- 
posé les  premières  applications  de  ces  calculs 
aux  problèmes  concernant  les  probabilités. 

Les  nombreuses  citations  que  j'ai  faites  des 
écrits  originaux  donneront  aux  lecteurs  les 
moyens  de  suivre  la  marche  de  cette  doctrine 
depuis  son  invention,  et  d'en  approfondir  les 
détails  et  les  applications  aux  sciences  mo- 
rales et  politiques  ,  applications  dont  j'ai  in- 
diqué les  bases,  et  que  j'ai  tâché  d'apprécier 
à  leur  juste  valeur.  Condorcct  desirait  que  leur 
ensemble  fit  la  matière  de  l'un  des  cours  des 
Kcoles  publiques  ;  et  il  en  a  donné  deux  ex- 
cellens  programmes,  le  premier  à  la  suite  de 
ses  Mémoires  sur  V Instruction  publique  ,  t.  ix 
de  ses  Œuvres,  p.  566,  et  le  second  dans  le 
Tableau  général  de  la  science  qui  a  pour  objet 
T application  du  calcul  aux  sciences  politiques 
et  morales,  t.  xxi  de  ses  Œuvres ,  p.  2D7,  ou 
TAémens  du  Calcul  des  Probabilités ,  p.  171, 


TABLE. 

[Observation.  Le  plus  grand  nombre  des  articles 
indiqués  dans  cette  Table,  <e  compose  de  ceux  qui  con- 
tiennent les  énoncés  des  propositions  fondamentales  ou 
des  résumés  dégagés  des  calculs  algébriques  ;  les  autres 
articles  sont  distingués  par  un  astérisque.  ~] 

Il  otioks  préliminaires  sur  le  sens  des  mots  Certi- 
tude et  Probabilité  \  pag.     i 

Ce  que  c'est  que  la  probabilité  mathématique  ,  10 

L'unité,  symbole  de  la  certitude,  u 

îjeus  du  mot  probable  ,  ibid- 

SECTION    PREMIÈRE. 

Détermination  de  la  probabilité ,  lorsque  le  nombre  des 
chances  de  chaque  espèce  est  assignable  ,  et  peut  se 
déduire  à  priori  de  C énoncé  de  la  question  ,  17 

Ce  que  c'est  que  la  probabilité  relative  ,  20 

Ce  que  sont  la  probabilité  simple  et  la  probabilité  composée  ,  23 

Erreur  qu'on  peut  commettre  en  confondant  des  chances  qui  ne 

sont  pas  également  possibles  ,  2° 

Détermination  des  probabilités  dans  les  épreuves  répé- 
tées des  mêmes  hasards,  -7 

Erreur  du  chevalier  de  More,  ** 

(Voyez  aux  Additions  et  Corrections  placées  après  les  Notes, 

lYspèce  de  paradoxe  avance  par  d'Alembert  sur  la  différence  entre 

le  jet  successif  d'un  seul  de  et  le  jet  simultané  de  plusieurs.) 

Événement  composé  le  plus  probable  dans  un  nombre  quelconque 

d'épreuves  ,  M 

Probabilité  toujours  croissante  dans  les  épreuves  répétées .  théorème 

de  Jacques  Bernoulli ,  M 


M  TABLE. 

(   msecjuences  de  la  probabilité  mathématique  t      55 

\    ff  sur  romren  rtitudê  .  60 

î>ur  l'effet   de   l'inégale  possibilité  des  cbances  ,  6> 

*  Questions  pour  servir  d'exemples  de  la  détermination 
a  priori  des  probabilités  ,  65 

*  Sur  l'emploi  du  développement  des  puissances  des  polynômes, 
loisqu'il  y  a  plus  de  Acux  rvencuicns  possibles  h  chaque  épreuve, 

:» 

De  la  règle  des  paris  ,  et  de  l  espérance  mathématique , 

9° 

Règle  des  paris  ,  ibid. 

Convention  fondamentale  du  jen  ,  93 

Vote  sur  le  mot   parti,  §5 

Ce  que  c'est  que  V espérance  mathématique  ,  Ç)8 

Conséquence  de  l'inégalité  dans  les  conditions  du  jeu,  ro3 

J'aleur  moyenne  des  gains  et  des  pertes  ,  lof 

Application  à  la  loterie  ,  io5 

Ce  que  c'est  que  la  martingale  ,  110 

.De  V espérance  morale  ,  111 

Sur  h  valeur  morale  d'une  somme  d'argent  ,  ibid. 

Règle  proposée  par  Daniel  Bernonlli,  n4 

*  Formule  de  Yespérance  morale,  117 

*  Pioblème  de  Petersbo'  122 
Inconveniens  de  la   règle  de  Daniel  Bernoulli ,  et  condition  a  rem- 
plir pour  fixer  le  sort  des  joueurs,  r.'7 

Tout   calcul   sciait    illusoire  ,     sans   la    possibilité    de    rcpe'ter   les 

épreuves,  129 

SECTION    SECONDE. 

Dt:  ter  mi  nation  de  la  probabilité  à  posteriori  ,  c'est-à- 
dire  ,  lorsque  le  nombre  total  des  chances  est  illi- 
mité ,  et  que  ses  rapports  avec  le  nombre  des  cham  es 
de  chaque  espèce  sont  inassignables  ,  j32 

Probal  dite  des  causes,  déduite  des  c've'nemens  observes,  i3£ 

Probabilité  d'un  nouvel  cTtncment ,  il»5 


TABLE.  Vi) 

Cette  probabilité   tend  sans  cesse  à  se    rapproeber    des    rapports 

observes  dans  la   succession  des  événemeus  ,  i .}  "» 

*  Dis  probabilités  moyennes,  147 
Les  probabilités  conclues  h  posteriori  ne    peuvent  s'étendre  qu'a 

un  nombre  d'événemens  futurs  très-petit  pur  rapport  à  celui  des 

éve'nemens  passés,  >49 

Sut  la  manière  d'évaluer   la  population  d'un  pays,  i5r 

Détermination  de  la  probabilité  des  causes  (  ou  des 
hypothèses)  par  les  observations  ,  1 55 

+  Le  rapport  de  fréquence  des  éve'nemens  observés  approebe  sans 
cesse  de  leur  véritable  probabilité,  tbéorème  analogue  à  celui  de 
Jacques  Bernoulli  ,  i5"] 

*  Application  aux  naissances  des  enfans  des  deux  sexes,  109 
Sui  la  liaison  des  effets  aux  causes,  et  sur  le  scepticisme  gradué ,  iG3 
Continuation  du  même  sujet  ,  167 
Sur  les  applications  pbilosopbiqucs  et  économiques  du  calcul  des 

probabilités  ,  171 

Détermination  des  probabilités  de  la  vie  humaine }  îfê 

Formation  des  tables  de  mortalité  ,  ihid. 

Ce  que  c'est  que  la  -vie  probable  ,  178 

*  Courbes  de  mortalité  et  formules  algébriques  de  Lambert ,  qui 
en  expriment  la  loi,  180 

Hypotbèse  de  Moivre  ,  181 

Ce  que  c'est  que  la  vie  moyenne  ,  182 

Sa  durée  et  son  maximum  dans  diverses  contrées  ,  i85 

Partage  de  la  population  suivant  les  âges,  187 

+  Théorie  algébrique  de  la  population  ,  ibid. 
Probabilités  delà  durée  de  la  coexistence  de  plusieurs  individus, 

des  mariages  et  des  associations  ,  k,  j 

"*  De  l'influence  de-  la  petite  vérole  sur  la  population  ,  icp 

Sur  l'application  du  calcul  des  probabilités  a  la  médecine,  2or 

*  Des  rentes  viagères  et  des  assurances  sur  la  vie  et 
sur  les  choses  ,  2o3 

Des  caisses  d'épargnes,  21  j 

Des  assurances  sur  les  choses,  2i J 

Effet  caractéristique  des  assurances  ,  219 


TABLE. 

De  la  probabilité  des  témoignages  et  des  décisions,' 

219 

*  Des  témoignages  simultai  ibid. 
]).-  la  tradition  et  au  d               moignage  erroné,  2U3 

*  D<  >  u  moij  ncemani  les  faiti  extraorthnaires  , 
lu  flexii  ■                      sur  ce  >  1 1  j  <  •  t  . 

V.  décisions  rendues  à  la  pluralité'  des  voix  et  <l<  1 

tt  in  --îîiS 

Du  ne  j'Mit  pas  supposeï  constant  le  rapport  du  nombre  de  jv 
mens  vrais  au   nombre  de  jugemens   t;mx  portés  par  le  même 
■u  , 
Application  a  quelques  formes  de  tribunaux,  24 1 

Sur  1rs  i  lections  ,  2  j7 

Du  milieu  à  prendre  entre  plusieurs  résultats  ou  observations, 

De  l'évaluation  morale  des  probabilités  ,  266 

Résumé  générât f  zbg 

">OTE    PREMIÈRE, 

*  Formules  pour  calculer  par  approximation  les  produits  de  grands 
nombres  et  h's  rapports  des  termes  du  développement  des  puis- 
sances du  binôme,  quand  l'exposant  est  considérable ,  2G5 

1NOTE  il 

*  Usage  du    calcul   aux  différences  (finies)  pour  la  détermination 

probabilités ,  277 

NOTE    III. 

r  Usage  du  calcul  intégra]  pour  la  détermination  des  probabilités 
à  posteriori  ,  et  pour  le  calcul  des  rentes  viagères,  285 


FIN   DE    LA    TABLE. 


TRAITE  ELEMENTAIRE 


DU 


CALCUL  DES  PROBABILITÉS. 


Notions  préliminaires   sur  le  sens  des    mots 
Certitude  et  Probabilité. 

1.  jLjA  conscience  d'une  sensation  actuelle,  la  per- 
ception instantanée  et  avec  pleine  évidence  de  la  'con- 
venance ou  delà  disconvenance  de  deux  idées  :  voilà  où 
se  trouve  ,  sous  le  double  rapport  de  nos  facultés  phv- 
siques  et  intellectuelles,  le  plus  haut  degré  de  certitude , 
la  certitude  absolue  ;  bien  entendu  qu'il  faut  écarter 
de  la  sensation  les  jugemens  dont  on  pourrait  l'ac- 
compagner pour  prononcer  sur  sa  cause,  ou  la  rap- 
porter à  un  objet  particulier,  et  de  la  comparaison 
des  idées  ,  tout  ce  qui  ne  se  réduirait  pas  à  des 
idées  simples  et  tellement  circonscrites,  que  l'enten- 
dement puisse   les    embrasser    d'une  seule    vue    (*). 


(*)  En  employant  les  mots  facultés  physiques  et  intellectuelles, 
je  n'ai  en  vue  que  de  me  conformer  à  la  division  établie  parle  langage 
ordinaire  dans  nos  facultés,  sans  rien  préjuger  sur  leur  origine  e: 
connexion. 
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<  A  en  vain  que  les  philosophes  ont  cherché  pendant 
long-tenu  un  critérium  de  vérité  ,  différent  de  la  par- 
faite intuition  que  je  viens  de  rappeler  ;  puisqu'au  bout 
des  plus  longues  explications  ,  il  faut  toujours  en  venir 
à  reconnaitre  dans  l'esprit  la  faculté  de  saisir  immé- 
diatement l'accord  ou  la  convenance  de  deux  idées  ou 
de  deux  notions.  Aussi  tous  leurs  efforts  ,  quand  ils  les 
ont  bien  dirigés  ,  n'ont  servi  qu'à  les  ramener  à  ce  terme 
avoué  maintenant  par  tous  les  bons  esprits ,  qui  pa- 
raissent convaincus  que  le  seul  objet  des  règles  essen- 
tielles du  raisonnement  est  de  prévenir  toute  illusion 
dans  le  jugement  que  nous  portons  de  cette  évidence , 
en  examinant  avec  soin  l'étendue  que  reçoit  chaque  idée 
dans  les  diverses  combinaisons  qu'on  en  fait,  et  en  con- 
trôlant sans  cesse  la  vérité  de  nos  souvenirs  et  l'exacti- 
tude de  nos  énumérations.  C'est  en  effet  à  cela  que  se 
réduisent  les  fameuses  règles  de  Descartea  ,  auxquelles 
on  n'a  rien  ajouté  d'essentiel  (*). 


(*)  II  n'est  peut-être  pas  inutile  de  rappeler  ici  ces  règles,  et 
«l'y  joindre  celles  que  TSewton  a  prescrites  pour  les  recherches  ph)- 
ftiques,  parce  que  dans  la  suite  nous  aurons  occasion  d'en  tirer  des 
conséquences  pour  le  sujet  qui  nous  occupe. 

Règles  de  Descartes.  (Discours  delà  Méthode,  éd.  de  iôS;,  p.  20.) 

1°.  «  Ke  recevoir  jamais  aucune  chose  pour  vraie  que  je  ne  la 
h  connusse  évidemment  être  telle  :  c'est  -  h -dire,  éviter  soigneuse- 
v  ment  la  précipitation ,  et  la  prévention;  et  ne  rien  comprendre 
»  de  plus  en  mes  jugemens,  que  ce  qui  se  présenterait  si  claire 
»  ment  et  si  distinctement  à  mon  esprit ,  que  je  n'eusse  aucune 
»  occasion  de  le  mettre  en  doute. 

2°.  »  Diviser  chacune  des  difficultés  que  j'examinerais,  en  autant 
»  de  parcelles  qu"il  M  pourrait,  et  qu  il  serait  requis  pour  les  mieux 
»  résoudre. 

3°.  k  Conduire  par  ordre  mes  pensées,  en  commençant  par  les 
v  objets  les  plus  simples  ,  et  les  plus  aises  h  connaître  ,  pour  monter 
>   peu  à  p«.u  comme  pai  degrés ,  jusque»  à  la  connaissance  des  plus 
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2.  Des  sensations  et  des  jugemens  simples  confiés  à 
notre  mémoire,  naissent  des  séries  de  conséquences  dont 
la  certitude  dépend  d'un  nouvel  élément ,  la  fidélité 
avec  laquelle  cette  mémoire  nous  rend  ce  que  nous 
avons  éprouvé.  La  confiance  que  nous  acquérons  à  cet 
égard,  n'est  fondée  que  sur  la  constante  répétition  du 
fait,  et  sur  l'assurance  que  cette  répétition  nous  donne 
de  son  renouvellement  chaque  fois  que  nous  le  dési- 
rerons ou  que  les  circonstances  l'exigeront.  Ici  se 
montre  un  penchant  ou  une  loi  de  l'esprit  humain,  la 
tendance  générale  à  croire  au  retour  des  faits  que  nous 
avons  observés  plusieurs  fois  sur  nous  ou  sur  les  autres 
objets ,  penchant  qui  se  lie  à  l'opinion  que  nous  acqué- 
rons bientôt  de  la  constance  des  lois  de  la  nature. 

Ces  propositions  :  Tout  homme  mourra;  le  soleil 
se  lèvera  demain;  j'ai  suivi  telle  démonstration,  feu 

»  composes  ;  et  en  supposant  même  de  l'ordre  entre  ceux  qui  ne 
»  se  précèdent  point  naturellement  les  uns  les  autres. 

4°.  »  Faire  partout  des  denombremens  si  entiers  ,  et  des  revues 
i>  si  générales,    que  je  fusse  assure  de  ne  rien  omettre.  » 


Rrgles  de  Newton.  (Traduction  de  ses  Principes  ,  par  Mme  du 
Chastelet ,  tom.  II,  pag.  2.  ) 

i°.  «  Il  ne  faut  admettre  de  causes  que  celles  qui  sont  néces- 
»  «aires  pour  expliquer  les  phénomènes. 

2°.  »  Les  effets  du  même  genre  doivent  toujours  être  attribués  , 
»  autant  qu'il  est  possible  ,  à  la  même  cause. 

3°.  »  Les  qualités  des  corps  qui  ne  sont  susceptibles  ni  d'aug- 
»  mentation  ni  de  diminution,  et  qui  appartiennent  à  tous  les  corps 
»  sur  lesquels  on  peut  faire  des  expériences,  doivent  être  regardées 
a  comme  appartenantes  à  tous   les  corps  en  gênerai. 

4°.  9  Dans  la  philosophie  expérimentale,  les  propositions  tiréei 
*  par  induction  des  phénomènes ,  doivent  êtra  regardées  ,  maigre 
b  les  hypothèses  contraires,  comme  exactement  ou  à  peu  près  vraies, 
k  jusqu'à  ce  que  quelques  autres  phénomènes  les  confirment  en- 
*.  iièrerasnt  ou  fassent  voir  qu'elles  sont  sujettes   à   exception.  » 

1  .  . 
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ai  trouve  toutes  les  parties  exactes,  et  j'ai  la  cou* 
v ictlon  de  la  venté  énoncée t  n'ont  pas  d'autre  fon- 
dement. 

Tant  de  faits,  auxquels  on  n'a  pu  jusqu'ici  en  oppo- 
r  aucun  de  bien  constaté ,  ont  vérifié  la  mortalité  de 
j  «  spèce  humaine;  le. soleil  s'est  levé  un  si  grand  nombre 
de  fois  ;  tout  homme  ,  reconnu  en  état  de  santé  ,  et 
doué  dune  intelligence  saine,  a  si  constamment  senti , 
quand  il  a  voulu  y  revenir  ,  la  vérité  de  chacun  des 
jugemens  simples  qui  composent  une  démonstration  , 
qu'on  ne  forme  aucun  doute  sur  la  répétition  de  ces 
événemens  ,  quoiqu'on  ne  puisse  s'empêcher  d'y  recon- 
naître une  différence  essentielle  avec  la  conscience 
dune  sensation  ou  l'intuition  d'un  jugement  porté  sur 
deux  idées  simples  dont  la  connexion  est  évidente.  Aussi 
le  degré  de  certitude  acquis  par  cette  voie,  est-il  bien 
près  de  la  certitude  absolue  ;  cependant  quelle  garantie 
avons-nous  qu'une  loi  naturelle  ,  qui  ne  s'est  pas  encore 
développée  à  nos  yeux  ,  ne  modifiera  pas  la  succession 
de  ces  faits  répétés  un  nombre  presqu'infini  de  fois  , 
mais  pourtant  sans  que  nous  ayons  pu  saisir  la  manière 
d'agir  des  causes  qui  les  produisent ,  ou  la  nécessité 
de  leur  dépendance  réciproque  (*). 

o.  Si  des  faits  auxquels  nous  ne  connaissons  encore 
aucune  exception,  nous  passons  à  d'autres  qui  nous  en 
ont  offert ,  nous  verrons  le  doute  s'introduire  dans  notre 
esprit,  par  des  nuances  de  plus  en  plus  fortes.  Quand 
il  s'agira  ,  par  exemple  ,  de  nous  en  rapporter  aux  té- 
moignages des  autres  ;  la  multitude  d'erreurs  involon- 
taires et  de  mensonges  prémédités,  rendra  très-circons- 
pect l'homme  de  sens  dans  son  acquiescement  aux 
informations  qui  lui  seront  données.  Chaque  fait  qu'il 

(*)  Ployez  (\.:ns  le,  Estais  philosophiques  de  Iluuic,  ies  rcflcxiou* 
sur    les  idées  de  liaison  et  de  pouvoir. 
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aura  pu  vérifier  par  lui-même  ,  ou  qui,  ne  sortant  pa| 
du  train  habituel  des  choses ,  n'aura  été  le  sujet  d'au- 
cune réclamation ,  établira  dans  son  esprit  la  validité 
des  témoignages  ;mai;  les  déceptions  l'ébranleront  d'au- 
tant plus  qu'elles  seront  plus  répétées.  Il  balancera 
les  uns  avec  les  autres,  les  résultats  contraires,  demeu- 
rera souvent  en  suspens  *,  et  s'il  est  forcé  de  prendre  un 
parti,  il  ne  le  prendra  que  dans  le  sens  où  les  autorités 
lui  paraîtront  plus  nombreuses,  mieux  d'accord  entre 
elles ,  plus  conformes  à  ses  observations  ou  aux  fait3 
bien  avérés. 

Un  observateur  qui  a  remarqué  les  fréquentes  coïnci- 
dences de  la  chute  de  la  pluie ,  avec  l'abaissement  du 
mercure  dans  le  baromètre  ,  avec  le  règne  de  certains 
vents ,  avec  un  certain  état  des  nuages ,  lorsqu'il  verra 
le  concours  de  tous  ces  indices ,  regardera  la  pluie  comme 
prochaine,  sans  pouvoir  assurer  néanmoins  que  le  fait 
arrivera  infailliblement  ;  car  il  se  rappellera  en  même 
tems  que  ces  apparences  ont  été  quelquefois. trompeuses, 
que  le  mercure  a  baissé  dans  le  baromètre  et  que  le 
tems  a  été  couvert  sans  qu'il  ait  plu ,  que  des  vents 
ou  des  courans  supérieurs  inaperçus ,  ou  d'autres  modi- 
fications de  l'air  ont  dissipé  les  nuages  les  plus  me- 
naçans  :  mais  il  aura  une  confiance  d'autant  plus  grande 
dans  l'arrivée  de  la  pluie,  que  la  comparaison  des 
faits  conformes  à  sa  conjecture  avec  les  faits  contraires  , 
lui  donnera  lieu  de  former  un  plus  grand  nombre  de  ju- 
gemens  pour  l'affirmer  que  pour  la  nier. 

L'événement  qui  est  ici  la  chute  de  la  pluie  ,  quoique 
douteux  pour  celui  qui  en  observe  les  indices,  n'est 
point  lui-même  livré  au  hasard  ;  il  résulte  de  l'état  an- 
térieur et  présent  de  l'atmosphère  et  des  conséquences 
nécessaires  de  cet  état.  Une  intelligence  supérieure  qui  en 
saisirait  toutes  les  conditions ,  en  conclurait  tout  de  suite 
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ce  oui  doit  arriver  :  l'homme,  borné  clans  sea  conn;. 
sauces ,  ne  pouvant  démêler  les  conditions  premières 
qui  établirent  la  néce^ité  de  l'événement,  ou  n'en  pou- 
vant faire  une  énumération  exacte,  récapitule  les  indices 
qui  lui  en  tiennent  lieu;  (  t  si,  dans  cette  opération  ,  les 
juzemens  successifs  qu'il  porte,  sont  plus  fréquemment 
âfnnnatifs  que  négatifs,  .  la  vue  de  son  esprit  (dit 
Hume)  revient  donc  plus  fréquemment  sur  un  événe- 
v  ment  que  sur  son  contraire.  C'est  cette  concentration 
n  de  plusieurs  vues  dans  un  seul  événement  qui  pro- 
»  duit ,  par  un  mécanisme  inexplicable  de  la  nature  , 
r>  le  sentiment  de  croyance  :  c'est  par  là  qu'un  événe- 
n  ment  triomphe  de  son  antagoniste  ,  qui  a  moins  de 
31  ces  vues  pour  lui  ,  et  qui  revient  plus  rarement  à 
à  l'esprit  (*).  n 

4-  L'exemple  développé  ci-dessus  est  de  ceux  où  les 
Tugemens  se   forment  immédiatement   sur  des   indices 
tirés  de  l'expérience  ;  mais  c'est  encore  le  même  pro- 
cédé lorsque  la  chaîne  des  rai^onnemens  est  plus  longue. 
Dès  que  le  sujet  n'offre  pas  toutes  les  conditions  né- 
cessaires pour  arriver  à  la  certitude  d'une  démonstra- 
tion ,  on  ne  saurait  plus  faire  qu'un  examen  de  toutes 
celles   de   ses   conditions  qui  sont  connues ,   en  peser 
l'importance ,   en  considérer  le  nombre.  S'agit-il  ,  par 
exemple  ,  d'une  question  de  critique  littéraire,  comme 
de  déterminer  si  un  ouvrage  est  bien  de  fauteur  dont 
il  porte  le  nom  ;  il  faut  puiser  d'abord  dans  la  discus- 
sion des  faits  et  des  témoignages,  dans  la  comparaison 
des  forme?  du  style  ,  tous  les  indices  qui  sont  favorables 
et  ceux  qui  sont  contraires  à  l'attribution  sopposée.  Si 
d'un  côté  aucune  des  circonstances ,  ne  présentant  de 
contradiction  manifeste,  n'établit  l'impossibilité  absolut? 

Essais  philosophiques  de  Hume,  sur  la  Probabilité. 
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du  fait  avancé ,  et  de  l'autre  si  toutes  les  affirmation-: 
ne  portent  que  sur  des  énumérations  qu  on  puisse  dé- 
montrer incomplètes  ,  ou  auxquelles  on  puisse  trou- 
ver des  modifications,  il  ne  résultera  de  tout  le  travail 
qu'un  assemblage  de  jugemens  aiïirmatifs  et  de  juge- 
mens  négatifs  ,  qui  produiront  un  effet  proportionné  à 
Jeur  nombre  ou  à  leur  force,  si  d'ailleurs  celui  qui  fait 
l'examen  a  soin  de  se  garantir  de  toute  illusion  et  n'a 
pas  pris  son  parti  d'avance. 

Ici  se  présente  la  distinction  de  la  force  des  indices 
çt  de  leur  nombre  :  mais  presque  toujours  la  première 
qualité  se  ramène  à  la  seconde  ;  car  qu'est-ce  qu'un  in- 
dice plus  fort?  C'est  celui  qui  trompe  le  moins  souvent, 
qui  par  conséquent  embrasse  un  plus  grand  nombre  de 
cas  favorables  à  la  production  de  V  événement  qu'il 
annonce ,  ou  des  développemens  duquel  il  sort  un  plus 
grand  nombre  de  circonstances  qui  ramènent  à  la 
même  conclusion.  En  suivant  ce  raisonnement  on  voit 
que  dès  que  l'esprit  humain  ne  peut  plus  rencontrer 
la  certitude,  la  marche  du  raisonnement  prend  la  forme 
d'une  sorte  de  calcul  dont  le  résultat  acquiert  de  l'em- 
pire sur  notre  croyance ,  précisément  par  l'effet  de  la 
répétition  des  jugemens  ou  des  observations.  La  bonté 
de  ce  calcul  dépend  ici,  comme  partout,  du  choix  des 
données  ,  et  ensuite ,  du  bon  emploi  qu'on  en  fait;  et  ce 
bon  emploi  ne  peut  consister  que  dans  l'examen  le  plus 
détaillé  des  circonstances  de  chaque  donnée  ,  dans  le 
soin  de  les  décomposer  autant  qu'il  est  possible  ,  afin 
de  n'avoir  à  prononcer  que  sur  des  propositions  d'uire 
égale  simplicité  et  d'une  égale  évidence,  et  surtout  de 
tenir  son  esprit  en  garde  contre  toute  partialité  en  fa- 
veur du  résultat  quel  qu'il  puisse  être. 

5.  Il  n'y  aurait  rien  à  désirer  si  on  pouvait  amener 
les  choses  au  point  qu'il  y  eût  une  parité  exacte  avec 
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Je  jet  d'un  dé  compre:  anl  un  certain  nombre  de  faces 
marquées  de  couleurs  ou  de  points  divers.  Si  la  figure 
de  ce  dé  était  bi<  ilière  ,  sa  matière  bien  homo- 

gène ,  les  circonstances  de  son  jet  bien  variées  ,  bien 
imprévues ,  ensuite  qu'on  n'eût  aucune  raison  de  s'at- 
tendre à  le  voir  tomber  sur  une  face  plutôt  que  sur  toute 
autre  ,  et  qui)  y  en  eut,  par  exemple,  cinq  blanche» 
et  une  noire  ,  l'esprit ,  trouvant  le  nombre  des  faces 
blanches  plus  grand  que  celui  des  faces  noires  ,  revien- 
drait plus  fréquemment  à  juger  possible  l'arrivée  de 
l'une  des  premières  que  celle  de  la  dernière  ;  et  par 
l'efTet  de  cette  répétition  du  jugement  de  possibilité, 
comme  je  l'ai  déjà  dit  d'après  Hume  et  Condorcet , 
croirait  plutôt  à  l'arrivée  d'nne  face  blanche  qu'à 
celle  d'une*  face  noire.  Ce  que  tout  esprit  tant  soit 
peu  éclairé  ne  peut  manquer  de  sentir  dans  l'exemple 
précédent,  frapperait  les  plus  ignorans,  si ,  au  lieu  d'un 
dé  à  six  faces ,  on  en  supposait  un  ayant  un  million  de 
faces  blanches  et  une  seule  noire  ,  ou  bien  une  urne 
contenant  un  million  de  boules  blanches  et  une  seule 
noire.  Dans  ce  cas ,  on  ne  pourrait  s'empêcher  d'attendre 
avec  une  très-grande  confiance,  l'arrivée  d'une  face  ou 
d'une  boule  blanche  ,  et  de  marquer  une  très -grande 
surprise  -i  c'était  la  face  ou  la  boule  noire  qui  se  pré- 
sentât :  or,  on  verra  bientôt  que  le  calcul  rattache  le 
premier  cas  au  second. 

Je  ferai  remarquer  à  cette  occasion  que  si  c'est  le 
sentiment  de  la  constance  des  lois  de  la  nature  qui  fonde 
notre  confiance  dans  le  retour  des  événemens  observés 
un  grand  nombre  de  fois  ,  c'e-t  encore  ce  même  senti- 
ment qui  fonde  notre  incertitude  ,  notre  indifférence 
d'opinion  sur  les  chance»  offertes  par  les  instrumens 
aléatoires  bien  construits  et  fidèlement  employée;  car  c'est 
parce  qu'il  résulte  de  la  constance  des  lois  de  la  nature , 
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que  quand  toutes  les  circonstances  déterminantes  sont 
les  mêmes,  les  effets  sont  aussi  les  mômes  ,  que  ceux-ci 
doivent  être  différens  toutes  les  fois  que  les  premières 
varient  ;  et  c'est  aussi  à  les  varier  que  nous  nous  appli- 
quons dans  la  production  des  événemens  des  jeux  de  ha- 
sard. On  évite,  par  exemple,  de  mettre  le  dé  dans  le  cor- 
net sur  la  même  face,  de  mesurer  les  mouvemens  qu'on 
donne  à  ce  cornet;  on  cherche  à  prendre  une  manièie 
très-irrégulière  de  remuer  les  urnes  contenant  les  numé- 
ros, ou  de  mêler  les  jeux  de  cartes.  De  même  l'irrégularité 
du  mouvement  de  nos  membres  ,  lorsqu'il  n'est  pas  di- 
rigé par  une  habitude  bien  prise  ,  transforme  d'abord 
les  jeux  d'adresse  en  jeux  de  hasard  ;  mais  à  mesure 
que  l'une  s'acquiert,  les  chances  de  l'autre  diminuent. 
6.  Il  est  donc  bien  vrai  de  dire  ,  u  qu'il  n'y  a 
11  point  de  hasard  ,  à  proprement  parler  ,  mais  qu'il  y 
n  a  son  équivalent  :  l'ignorance  où  nous  sommes  des 
v  vraies  causes  des  événemens  ;i  (*) ,  d'où  naît  la  pro- 
babilité quand  nous  ne  pouvons  énumérer  exactement 
les  causes ,  ou  prévoir  infailliblement  leurs  effets.  Le 
cas  le  plus  simple  est  bien  évidemment  celui  où  le 
nombre  de  ces  effets  est  connu  et  où  chacun  d'eux  est 
également  possible  :  tel  est  le  cas  du  dé.  Le  nombre 
des  jugemens  que  l'on  peut  former  pour  l'arrivée  d'une 
certaine  couleur,  étant  le  même  que  celui  des  faces  do 
cette  couleur,  ce  dernier  détermine  le  degré  de  confiance 
avec  laquelle  on  attend  l'apparition  de  l'une  de  ces  faces  ; 
puisque  si  on  en  augmentait  le  nombre  ,  le  degré  de 
confiance  augmenterait  aussi.  Mais  ce  n'est  pas  le  nombre 
absolu  qu'il  faut  considérer  dans  cette  circonstance  ;  car 
si  le  nombre  des  faces  noires  du  dé  augmentait  en  même 
tems  que  celui  des  faces  blanches  ,  que  l'un   et  l'autre 

(*)  Essais  de  Hume,  sur  la  Probabilité. 
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inscrit  doublés,  par  exemple;  la  proportion  des  juge- 
ment ■affirmatifs  et  des  négatifs,  relativement  à  l'arrivée 
d'une  certaine  couleur,  demeurant  la  même,  on  ne  voit 
pas  pourquoi  le  degré  de  confiance  dans  l'arrivée  de  l'é- 
Dement  désigné  ,  changerait.  Sur  dix  faces  blanches 
et  deux  faces  noires  ,  on  pourrait  encore  former  5  ju- 
gemens  en  faveur  de  la  couleur  blanche,  contre  un 
»eul  pour  la  couleur  noire. 

11  suit  de  là ,  que  la  mesure  du  degré  de  confiance 
dans  l'arrivée  d'une  couleur ,  doit  erre  le  rapport  du 
nombre  des  jngemens  aflirmatifs ,  au  nombre  des  jugc- 
mens  tant  aflirmatifs  que  négatifs  ,  c'est-à-dire  à  leur 
nombre  total  ,  ou  bien  le  rapport  du  nombre  de  faces 
de  la  couleur  que  l'on  considère ,  au  nombre  total  des 
faces  ;  c'est-àKlire  §  pour  la  couleur  blanche  dans  le 
dé  proposé. 

Ce  rapport  est  ce  qu'on  appelle  la  probabilité  ma- 
thématique ,  qui  se  forme,  comme  on  voit,  en  divisant 
le  nombre  de  chances  favorables  à  l'événement,  par  le 
nombre  total  des  chances.  Mais  il  faut  bien  faire  at- 
tention que  toutes  les  chances  comparées  soient  égale- 
ment possibles.  Le  jet  des  dés  va  nous  donner  le  moyen 
de  rendre  bien  évidente  la  nécessité  de  cette  restriction. 
7.  Lorsqu'on  jette  à  la  fois  deux  dés  ayant  six  faces 
marquées  chacune  de  l'un  des  nombres  depuis  1  jus- 
qu'à 6  inclusivement ,  pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur 
ce  qui  doit  arriver,  on  reconnaît  que  chacune  des 
faces  de  l'un  des  dés  peut  se  montrer  avec  chacune  des 
faces  de  l'autre  ,  ensorte  que  si  on  désigne  le  premier 
par  A  ,  le  second  par  B  ,  on  aura  les  36  chances  indi- 
quées dans  le  Tableau  suivant. 
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Toutes  les  combinaisons  marquées  dans  ce  Tableau 
«ont  des  chances  également  possibles  ,  tant  que  l'on  con- 
sidère isolément  chaque  dé.  Ainsi  amener  5  avec  le  dé  A 
et  2  avec  le  dé  D ,  est  une  chance  pareille  à  celle  d'a- 
mener G  avec  l'un  et  l'autre  en  même  tems  ;  mais  si  on 
attend  l'arrivée  des  points  2  et  5  sans  distinction  d'ordre, 
la  possibilité  de  l'obtenir  sera  différente  de  celle  d'ame- 
mener  6  ,  6  ou  le  sonnez  ,  puisque  la  première  condition 
sera  également  remplie  par  la  chance  2,5  et  la  chance 
5,2,  tandis  que  G ,  6  ne  se  trouve  qu'une  seule  fois  parmi 
les  56  combinaisons  également  possibles  des  faces  de  ces 
dés.  Ainsi ,  suivant  la  définition  donnée  ci- dessus,  la 
probabilité  d'amener  les  points  5  et  2  sans  distinction 
d'ordre  est  ^-ou-j1-,  et  celle  d'amener  6}G  ou  du  son- 
nez  ,  est  seulement  ~. 

Si  l'événement  désiré  était ,  non  pas  l'arrivée  des  points 
considérés  chacun  à  part,  mais  celle  du  nombre  marqué 
par  ces  points  pris  collectivement,  on  trouverait  de-j 
possibilités  très-diverses.  Par  exemple,  le  nombre  s  ne 
pourrait  s'obtenir  que  d'une  seule  manière  ,  savoir  , 
par  la  chance  î ,  î  ;  le  nombre  7,  au  contraire,  résuî 
terait  de  six  chances  différentes  ,  savoir  : 


!  «    6  !  G    1  1 
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et  vivant  ces  conditions  ,  la  probabilité  d'obtenir  le 
nombre  2  ,  serait  seulement  ~ ,  tandis  que  celle  d'ob- 
tenir le  nombre  7  ,  serait  —  ou  f . 

8.  La  délinitition  de  la  probabilité  mathématique  , 
donnée  dans  le  n°  6  et  les  exemples  précédens  ,  font 
bien  voir  qu  elle  sera  toujours  exprimée  par  une  fraction 
proprement  dite  ,  ou  moindre  que  l'unité  dont  elle  op- 
proihera  d'autant  plus  que  le  nombre  des  chances  favo- 
rables à  l'événement  que  l'on  considère  ,  sera  plus  con- 
sidérable par  rapport  au  nombre  total  des  chances  pos- 
sibles ;  mais  elle  ne  pourrait  se  changer  dans  l'unité,  que 
s'il  n'existait  aucune  chance  contraire  à  cet  événement , 
ce  qui  en  rendrait  la  production  certaine  5  ensorte  que 
Yunite  est  le  symbole  de  la  certitude. 

Il  est  à  propos  de  remarquer  aussi  que  chaque  évé- 
nement incertain  donne  lieu  à  deux  probabilités  con- 
traires ,  savoir  ,  celle  que  cet  événement  arrivera  ,  et 
celle  quil  n'arrivera  pas  ;  et  que  la  somme  de  ces  deux 
probabilités  est  toujours  égale  à  l'unité.  Lorsqu'il  s'agit, 
par  exemple,  d'amener  le  nombre  7  avec  2  dés  ,  puisque, 
sur  les  36  chances  qu'ils  offrent ,  il  n'y  en  a  que  6  qui, 
donnent  le  nombre  7,  il  y  en  a  3o  qui  ne  le  donnent  pas  : 
la  probabilité  d'obtenir  le  nombre  7  est  donc  jç  ou-|, 
la  probabilité   contraire  y|  ou  §  ;  et  ^  -f-  ^  =  1 . 

q.  Après  avoir  exposé  comment  la  notion  de  pro- 
babilité s'établit  dans  notre  esprit ,  et  comment  elle  peut 
dans  certains  cas  être  susceptible  de  mesure  ,  il  ne  sera 
peut-être  pas  hors  de  propos  de  passer  en  revue  les  di- 
verses acceptions  qui  ont  été  données  au  mot  probable 
dont  est  dérivé  celui  de  probabilité.  La  racine  est  dans 
)e  mot  probabilis  ,  lequel  ,  d'après  l'analogie  de  sa  for- 
mation ,  doit  signifier  ce  qui  peut  se  prouver  (*).  Cicéron 
a  dit  :  u  Le  probable  est  ce  qui  arrive  le  plus  souvent, 


(*)  Probabilis  qui  probâri  et  eredi  pntest.   (  Facciolati  Lexic.) 
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ii  ou  ce  qui  est  établi  dans  l'opinion ,  ou  enfin  ce  qui 
n  a  en  soi  quelque  similitude  avec  l'une  ou  l'autre  de 
)•>  ces  choses,  que  ce  soit  d'ailleurs  vrai  ou  faux,  n'im- 
»  porte,  ii  définition  qui  ne  paraît  pas  très-lumineuse(*). 

«  Le  probable  ,  suivant  Aristote ,  est  une  proposition 
f>  qui  paraît  vraie  soit  à  tout  le  monde  ,  soit  au  plus 
»  grand  nombre  ,  soit  à  tous  les  sages  ,  ou  à  la  plupart 
|ï  d'entr'eux  ,  ou  aux  plus  célèbres  (**).  ri  On  voit 
bien  là  le  fondement  de  cette  ridicule  théorie  du  pro- 
babilisme ,  suivant  laquelle  les  théologiens  Jésuites  affir- 
maient que  l'approbation  donnée  par  un  docteur  grave 
à  une  proposition  quelconque  ,  sufïïsait  pour  la  rendre 
probable  ,  théorie  dont  Pascal  a  relevé  si  plaisamment 
l'absurdité  (Ouvres,  tom.  I,  p.  78). 

Aucun  des  passages  que  je  viens  de  citer  ne  contient 
le  vrai  sens  que  donnent  maintenant  au  mot  probable 
les  écrivains  qui  s'expriment  avec  exactitude.  Le  pro- 
bable n'est  point  ce  qui  peut  actuellement  se  démon- 
trer, mais  ce  qui  doit  arriver  dans  le  plus  grand  nombre 
des  cas,  ce  qui  résulte  du  plus  grand  nombre  des  chances, 
ce  qu'on  peut  affirmer  par  plus  de  raisons  qu'il  n'y  en 
a  pour  le  nier,  enfin  ce  dont  la  probabilité  mathéma- 
tique surpasse  £. 

Un  événement  ou  une  proposition  peut  être  plus  ou 
moins  probable  qu'une  autre;  mais  un  événement  ou 
une  proposition  peu  probable ,  est  à  peu  près  l'opposé'de 

(  *  )  Probabile  est  ia ,  quod  fer e  _fi?ri  solet  ,  aut  quod  in. 
opinione  positum  est  ,  aut  quod  habct  in  se  ad  hœc  quandant 
similitudinem  ,  sive  id  falsum  est,  siwe  verum.  (Cicero,  de 
Iûventione  ,  lib.  I ,  cap.  39.  ) 

(**)  Probabile  Aristoteli  est  proposilio  quœ  omnibus ,  eut 
plerisque ,  aut  sapientioribus  ,  iisque  vel  omnibus  ,  vel  pleris- 
que  ,  vel  celeberrimis  ,  vera  videtur,  (Chauviui  Lexicon  plilo- 
sophicuiu.  ) 
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Itable ,  car  on  enteod  alors  qu'il  y  a  moins  de  mot  ifs 
de  01         que  l'événement   arriv<  que  la  propo- 

»itioti  «",t  vraie,  que  de  croire  le  contraire,  et  que  la 
ûlité  tnathémati  ■    up  moindre  que  J. 

10.  11  mil  de  tout  ce  qui  précède,  que  le  mot  proba- 
bilité est  Wei  mal  appliqué',  quand  on  le  donne  .1 
ap.  ontradû  I  »ire«  qui  s'offrent 

«qu'on  n'envisage  que  superficiellement  un 
iujt-t.  Cicéron  affirme  «qu'il  d*)  .1^1  m  ne  puisse 

pendre  probable dai  et  1     (*)*;  llJ'111  c,:  Pres~ 

tige  de  l'éloqu  1  qu'en  présentant  1 

rmérations  incomplètes,  en  dissimulanl  avec  art  uno 

partie  i\u  sujet.  (  'est  ausi  1  que  par  la  préoen 

cupation ,  parl'infmenc<  r   ur  le  raU        aient, 

00  se  trompe  Boi-mêm  idéranl  un  sujet  que 

is  ua   ieul  des  point    d<   vue  qu'il  peut  offrir,  en 

lixant   ion  attention  avec  opiniâtreté    ur  une  seule  oon- 

[uence.  L'imagination  se  monte  alors  ,  et  l'on  en  vient 

.1  regarder  comme  très-probables,  m£me  comme  cer- 

tains,  des  faits  reconnus  manifestement  faux  partons 

K  qui   les  ont  soumû  a  l'examen  dans  le  calme  de  l.i 

OU.  L'entraînemenl  cjni  nous  fait  adopter  une  opinion 

1   pai   toujours  va  probabilité.  De-,  qu'il  n'v  a  point 

de  discussion  complète,  de  développement  des  cas  fa 

râbles  et  d(  atraires  ,  il  n'y  a   point  j  à  propi 

r,  d* estimation  de  probabilité;  il  y  acroyance 

n,  emportement.  Cesl  l'habitude  de  céder 

a  cet  entrai  qui  produit  dans  un  .si  grand  nombre 

ti  une  vacillation  continuelle,   une  fluctuation 

d'idées  qui  les  rend  le  jouet  de  t<  utes  les  sottises  et  les 

ae  la  mode  ou  l'intérêt  enfantent  chaque 

jour. 

\<L,l  ,-\t  tnm   merêiibile  ,  quod  uni  diçendo  Jiut  prolm- 
bilt.     L.-iio,  l'i.i.lui .  ptndoa.) 
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:ue  lei  habitue^    I  :osi- 

tions  de  l'individu  atïU  it  certaines  impressic: 

en  -  st  à  prévenir  cet  effet  que 

tend  le  calcul  des  probabilités  ou  la  discussion  raisonnée 
qui  eu  tient  lieu.  Comme  le  dit    Condorcet,  m  il  r 
r>  personne  qui  n'ait  ui-nièine  qu'il  a  chan- 

g     d  .r  certains   objets  .   suivant     c^e,  les 

h  c  ircons  ta  ne  .vénemens,  sans  ponToirdire  ce- 

»  p  .lient  ai:  ?ardenou- 

-  veaux  motifs  ,  sans  pouvoir  y  assigner  d'autre  cause 
n  que  l'impression  plus  ou  moins  f orte  c  -  -  ob- 

ts.    Or.  u  au  lie.:  ger  par  cette  impression 

ni  multiplia  ::e  partie  des  objets  ,  tan- 

l  qu'elle  atténue  ou   empoche  de  tout  les  autr 
v  on  pouvait  le?  compter  ou  les       .:!uer  par  le  cale.   . 
notre  raison  cesserait  d'être  l'esclave  de  nos  impres- 
sur  f  application  de  tjÉnaJ\se  à  la 
probab  de   Discours  préliminaire, 

Ixxxv.  ) 
11.  Ce  vœu  qui  ne  pou-  c.  e  celui  <T un  ami 

de  l'humanité,  est  malheureusement  fort  loin  de  son 
accomplis  sèment.  Jusqu'ici  l'on  n*a  résolu  qu'un  bien 
petit   uombi  questions  vraiment  intéressantes  par 

rappor:  nduite  de  la  société  ou  des  particule 

et  l'on  a  pu  abuser  du  calcul  dans  cette  partie  des  I 
thématiques  app lie  nées     ^  omnie  dac?  :  autres, 

fau:  i  tre  les  principes  fondamentaux  don: 

faudrait   partir,   ou  d'ave  r  des  .  grand 

nombre  liâtes  ;  mais  l'examen  se 

puk  la  suite  de  cet  ouvrage,  des 

étions  du  calcul,  montrera  qu'il  serait 
encore  de  concevoir  quel  qu'espérance  de  pro- 

grè?  la  multitude   d'observations   aux- 

quelles l'organisation  sociale  pourrait  donner  lieu ,  ne 
se  p.iwwii:  -^:   \^  :  ou  net.  : 
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damnée  à  l'oubli  par  l'amour  -  propre  des  hommes 
en  place  ,  dans  la  vue  de  cacher  leurs  fautes  ou  d'obscur- 
cir le  mérite  de  leurs  prédécesseurs.  En  effet  une  cir- 

stance  bien  diy;ne  d'attention,  et  sur  laquelle  nous 
aurons  occasion  de  revenir  ,  c'est  que  les  faits  qui  pa- 
raissent les  plus  accidentels  quand  ils  sont  considères 
un  àua,  manifestent  un   ordre  lorsqu'on  peut  en  ob- 

.ir  un  grand  nombre  de  simultanés  ou  de  consécu- 
tifs; et  le  calcul  fait  voir  comment,  sans  connaître  la 
nature  de  leurs  causes  ni  le  nombre  des  combinaisons 
qui  les  produisent  ou  les  contrarient ,  on  peut  assigner 
des  limites  à  leurs  possibilités  respectives,  et  par  con- 
séquent spéculer  alors  sur  l'avenir  conformément  aux 

tjs  de  la  prudence  (*). 
Cette  théorie  assez  récente  ,  qui  soumet  au  calcul  des 
probabilités  les  questions  dans  lesquelles  le  nombre 
total  des  chances  et  ses  rapports  avec  le  nombre  des 
chances  de  chaque  espèce  ,  sont  illimités  ou  inassi- 
gnables ,  sera  exposée  dans  la  seconde  section  de  ce 
Traité  -,  la  première  ne  comprenant  que  des  questions 
où  ces  rapports  peuvent  se  déterminer  à  priori. 

(*)  Lorsque  ces  secours  nous  manquent,  ce  serait  encore  mettre 
?»  profit    i  réflexions  de  Condorcet ,  que  de  consigner  dans 

des  notes  exactes  les  impressions  que  nous  recevons  des  objets  ou 
•  !'  i  lectures  qui  nous  frappent,  les  principes  que  nous  adoptons  en 
conséquence  de  ces  impressions,  et  les  motifs  sur  lesquels  ils  sont 
appuyés  ,  afin  de  pouvoir  remonter,  quaud  nous  le  voudrons,  à, 
l'origine  de  nos  jugemens  ,  en  nous  reportant  aux  époques  où  nous 
les  avons  formes,  et  en  nous  remettant  sous  les  yeux  les  bases  que 
nous  leur  avons  données.  Par  de  fréquentes  revues  de  ce  genre  on 
rendrait,  ce  me  semble,  ses  déterminations  plus  constantes ,  se» 
changemens  d'opinions  mieux  motives;  et  peut-être  parviendrait-on 
arer  entièrement  ce  qui  est  dû  aux  forces  variables  des  impres- 
sions ,  de  ce  qui  constitue  la  vérité  des  choses,  qu'on  doit  toujours 
chercher;  car  «  il  ne  faut  pas  recevoir  les  opinions  de  nos  pères 
j  •  m/H'-  desenfans,  par  la  seule  raison  nu  nos  pères  les  ont  eues,  m 
(Pensccs  de  Marc-Aurèlc,  traduction  de  Joly,chap.  19 ,  §29.) 
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SECTION  PREMIÈRE. 

Détermination  de  la  probabilité ,  lorsque  le 
nombre  des  chances  de  chaque  espèce  ou 
le  rapport  de  ces  nombres  est  assignable  }  et 
peut  se  déduire  à  priori  de  ï énoncé  de  la 
question. 

12.  VJn  a  vu  dans  le  n°  6 ,  que  la  probabilité  d'un 
événement  avait  pour  mesure  la  fraction  formée  en  di- 
visant le  nombre  de  chances  favorables  à  cet  événe- 
ment, par  le  nombre  total  des  chances  ;  en  ayant  soin. 
d'ailleurs  de  n'employer  pour  cette  évaluation  ,  que 
des  chances  également  possibles.  Si  donc  on  désigne 
par  m  le  nombre  de  chances  favorables  à  un  événement, 
par  n  le  nombre  de  chances  contraires ,  sa  probabilité 
sera  exprimée  par 

m 
m  -f-  n  ' 

et  la  probabilité  contraire ,  par 

n  m 

ou 


V/U.  M.    , 

m  +  n  m  -f~  n 

ensorte  que  si  on  représente  par  e  la  première  de  ces 
probabilités,  la  seconde  sera  1  — e. 

Ayant,  par  exemple,  un  jeu  composé  de  32  cartes , 
parmi  lesquelles  il  y  a  12 figures ,  la  probabilité  qu'en 
tirant  au  hasard  une  carte  de  ce  jeu  ,  on  aura  une  figure, 
sera  jj  ou  § ,  et  la  probabilité  contraire  fj  ou  ^. 

a 


a8  TRAITÉ    l':i  ÉMENTAIRE 

Dans  cette  question  on  ne  considère  que  deux  sorte* 
de  chances,  celles  qui  amènent  une  figure  ,  et  celles  qui 
amènent  une  carte  d'une  autre  espèce  ;  il  n'y  a  par 
conséquent  que  deux  sortes  d'événemens  ,  dont  l'une  ne 
peut  avoir  lieu  qu'à  l'exclusion  de  l'autre  :  mais  si  on 
distinguait  la  couleur  des  figures  en  considérant  à  part 
la  possibilité  de  prendre  une  figure  en  cœur,  en  carreau, 
en  pique  ou  en  trèfle  ,  on  aurait  5  événemens  possible*. 
La  probabilité  d'avoir  une  figure  dans  une  couleur , 
étant  —,  puisqu'il  y  en  a  3  dans  chaque  couleur,  le  détail 
de  tous  les  événemens  possibles  donnerait  les  probabilité» 

jz  pour  une  figure  en  cœur , 

~ en  carreau , 

■£z en  pique  , 

■^ en  trèfle  , 

~  pour  ne  pas  tomber  sur  une  figure ,  fractions  dont  la 
somme  compose  l'unité. 

Il  en  sera  de  même  quelque  multipliées  que  soient 
les  diverses  aortes  d'événemens  possibles.  Une  urne  com- 
prenant un  nombre  m  de  boules  blanches,  n  de  rouget, 
p  de  bleues,  q  de  vertes,  r  de  jaunes,  s  de  noires,  et 
de  laquelle  il  faut  tirer  une  boule  au  hasard  ,  offre  six 
sortes  de  chances  composant  un  nombre  total 

m-\-n  +  p  +  q-\-r  +  sz=  T , 
et  donnant  les  probabilités 

—   d'obtenir  une  boule  blanche  7 

rfi nne  boule  rouge  , 

et  ainsi  des  4  autres.  La  somme  de  toutes  ces  probab"- 


DES    PROBABILITÉS.  jg 

lités  est 

m-^-n-\-p-\-q-\-r-\-s        T  _ 

Je  ferai  observer  ici  que  toutes  les  questions  de  pro- 
babilité auxquelles  s'applique  le  calcul,  peuvent  être 
représentées  par  un  tirage  à  faire  dans  une  ou  plusieurs 
urnes  contenant  diverses  sortes  de  boules,  ou  par  des 
dés  ayant  un  nombre  quelconque  de  faces  marquées 
diversement.  Pour  concevoir  le  jet  de  pareiL  dés  ,  il 
faut  les  supposer  d'une  forme  prismatique  très-allor.gée, 
ou  terminés  par  des  pyramides ,  afin  qu'ils  ne  puissent 
rester  que  sur  les  faces  parallélogrammes. 

i3.  Dans  les  exemples  ci  dessus  nous  n'avons  consi- 
déré que  la  probabilité  absolue  de  chaque  sorte  d'évé- 
nemens  ;  mais  il  y  a  des  questions  qui  mènent  à  ne 
considérer  une  probabilité  que  relativement  à  d'autres. 

Si ,  par  exemple ,  dans  le  jet  de  deux  dés  on  voulait 
comparer  la  probabilité  d'amener  le  point  7  plutôt  que 
le  point  4,  on  verrait  dans  le  n3  7,  qu'il  y  a  6  chances 
différentes  qui  peuvent  "former  le  premier  point,  et  qu'il 
n'y  en  a  que  3  pour  former  le  second  :  les  proba- 
bilités absolues  sont  donc  A  pour  le  point  7  ,  ~  pour 
4,  et  J|  pour  les  autres  points. Si  donc  deux  personnes 
jouaient  ensemble  sous  la  condition,  pour  l'une  ,  d'a- 
mener le  point  7,  et  pour  l'autre  le  point  4,  en  regar- 
dant comme  nuls  tous  les  autres  coups ,  la  première 
ayant  6  chances  pour  elle ,  tandis  que  la  seconde  n'en 
aurait  que  3,    les  probabilités  seraient 

6  .  3 

-  pour  le  gain  de  la  ire ,      -  pour  celui  de  la  2e; 

ce  qui  s'obtiendrait  également  en  divisant  la  probabi- 

a. . 
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lire  absolue  du  point  7  et  celle  du  point  4,  parla  somme 

du  ces  deux  probabilités;  car  il  viendrait 

A  A 

36  6  56  o 

—  >        *a r   —  -  > 


A  -u  -3-      9        £j.i       9 
56  "*"  36  36  "*"  36 

On  trouvera  de  même ,  que  dans  l'exemple  de  l'urne 
contenant  des  boules  de  six  couleurs  différentes  (1  9)  , 
la  probabilité  de  tirer  une  boule  blanche  plutôt  qu'une 
boule  rouge ,   est 

771 

T  m 

= j > 

m         n         m  -f-  n 

T~*~  T 
et  la  probabilité  contraire  ,  c'est-à-dire  celle  de  tirer 
une  boule  rouze  plutôt  qu'une  boule  blanche, ■ — . 

01  771  -f-  Il 

Dans  la  détermination  de  la  probabilité  relative ,  on 
fait  abstraction  de  toutes  les  chances  étrangères  aux 
deux  événemens  que  l'on  considère  comme  s'ils  devaient 
seuls  avoir  lieu ,  puisque  tous  les  autres  sont  nuls  par 
rapport  aux  conditions  qu'on  s'est  imposées  ;  et  de  là 
résulte  ,  comme  on  l'a  vu  par  les  exemples  ci-dessus  , 
que  la  probabilité  relative  s'obtient  en  divisant  la  pro- 
babilité absolue  de  l  événement  dont  il  s'agit ,  par  la- 
somme  des  probabilités  absolues  des  deux  événemens 
que  Von  compare. 

14.  H  faut  remarquer  aussi  qu'une  probabilité  peut 
s'obtenir  en  prenant  la  somme  de  plusieurs  autres  ;  et  cela 
arrive  lorsque  de  plusieurs  classes  de  chances  on  n'en 
forme  plus  qu'une  seule ,  en  cessant  d'avoir  égard  aux 
circonstances  qui  les  distinguent.  Si ,  par  exemple  ,  on 
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jouait  avec  deux  dés  sous  la  condition  d'amener  indis- 
tinctement soit  7,  soit  8,  on  verrait  par  le  tableau  de  la 
page  1 1  ,  qu'il  y  a  6  manières  d'amener  le  point  7 , 
5  d'amener  le  point  8  ;  la  probabilité  d'amener  l'un 
ou  l'autre  serait  donc 

36~*~  ob*~36"; 

ce  qui  est  d'ailleurs  évident ,  puisque  la  condition  pro- 
posée  embrasse  1 1  chances  sur  les  5G  que  le  jet  peut 
amener. 

i5.  Souvent  l'événement  attendu  se  compose  du 
concours  de  plusieurs  autres  qui  ont  chacun  leur  pro- 
babilité propre ,  et  desquelles  il  faut  déduire  celle  du 
premier.  Si,  par  exemple  ,  lorsqu'il  s'agit  de  tirer  d'un 
jeu  de  03  cartes  ,  une  ligure  d'une  couleur  donnée,  on 
partage  d'abord  ce  jeu  en  4  paquets ,  dont  chacun  ne  con- 
tienne que  les  8  cartes  d'une  même  couleur,  mêlées 
d'ailleurs  d'une  manière  quelconque,  la  carte  désignée 
pouvant  être  indifféremment  dans  l'un  quelconque  des 
4  paquets  ,  la  probabilité  de  mettre  la  main  sur  le  pa- 
quet qui  la  renferme  est  j  ',  mais  comme  ce  paquet 
contient  8  cartes ,  sur  lesquelles  il  y  en  a  3  qui  rem- 
plissent la  condition  demandée,  la  probabilité  de  mettre 
la  main  sur  l'une  de  ces  cartes ,  lorsqu'on  en  prend  une 
dans  le  paquet  où  elle  se  trouve  ,  est  }.  Ainsi  pour  arri- 
ver à  la  carte  demandée  ,  il  faut  le  concours  de  deux 
événemensdont  les  probabilités  particulières  sont  J  et  f. 
La  probabilité  de  ce  concours  est  le  produit  des  deux  pré- 
cédentes ;  car  puisque  les  paquets  sont  égaux ,  et  qu'un 
seul  contient  la  carte  désignée ,  il  ne  faut  chercher 
les  chances  qui  la  donnent  que  dans  le  j  du  nombre 
total  des  chances,  et  comme  des  8  chances  renfermées 
dans  ce  J  j  3  seulement  remplissent  la  condition  de-». 
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mandée,  il  faudra  dore  prendre  les  §  de  ±  pour  obtenir 
le  rapport  du  nombre  des  chances  favorables ,  au  nombre 
total  des  chances  ,  ou  la  probabilité  cherchée  qui  sera 

if>.  L'exemple  ci-dessus  peut  être  représenté  parle 
jet  simultané  de  deux  dés,  le  premier  ayant  4  faces, 
i  marquée  A ,  les  3  autres  blanches,  et  le  second 
avant  8  faces,  3  marquées  B ,  les  5  autres  blanches  : 
le  concoure  des  lettres  si  et  fi,  sera  précisément  semblable 
à  celui  des  événemens  indiqués  dans  le  n°  précédent. 
Mais  en  raisonnant  comme  dans  le  n°  7,  on  voit  que 
l'une  quelconque  des  faces  du  premier  dé  pouvant  se 
présenter  avec  toutes  celles  du  second,  le  nombre  total 
des  char.ee;>  sera  4  X  8  =  32  ,  et  sur  ce  nombre  3  seule- 
ment, formées  par  la  combinaison  de  la  face  A  du  pre- 
mier dé  avec  les  3  faces  B  du  second,  rempliront  la 
condition  demandée;  la  probabilité  cherchée  sera  donc 
jî=.j.^}   comme  on  l'a  trouvé  d'une  autre  manière. 

1 7.  En  général  soit > la  probabilité  d'un  évé- 

77i  -:-  n 

nement,   — 7- —  celle  d'un  autre;  la  probabilité  de  leu,- 

P  +  Q 
concours  sera 

m        x      P  ™P . 

m  -f-  71         p  -f-  q  '  '  (  m  4-  n  )  (p  -f-  q  / 

car  le  genre  de  hasard  proposé  peut  être  assimilé  em 
jet  de  deux  dés  ,  dont  le  premier  aurait  m  faces  mar- 
quées A ,  et  n  faces  blanches,  le  second  p  faces  mar- 
quées B  et  q  faces  blanches.  Alors  le  nombre  total 
des  chances  possibles  serait  (m-\-n)(p-\-q);  mais 
sur  ce  nombre  ,  il  n'y  aurait  que  les  mp  combinaisons 
des  faces  marquées  A  avec  les  faces  marquées  B  qui 
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produiraient  l'événement  demandé;  ainsi  la  probabilité 
du  concours  des  éyénemens  A  et  B  serait 

™P__  m  p 


(m-\-n)(p  +  q)'~m-{-n        p  +  q 

On  étendrait  sans  peine  ces  considérations  au  con- 
cours de  trois  événemens  A ,  B ,  C,  dont  les  probabi- 
lités particulières  seraient 

m  v  r 


m  -f-  ny   p  -f-  q  '  r  -{-  s' 

On  trouverait  pour  la  probabilité  de  ce  concours 

mpr  m  p 

X— L. —  X 


(ni-jrn)(p  +  q){r~\'s)       m-\-n       p  -f-  q       r-j-s' 

et  ainsi  de  suite,  quel  que  fût  le  nombre  des  événemens. 

En  désignant  sous  la  dénomination  de  probabilité 
simple,  celle  de  chaque  événement  pris  en  particulier, 
et  de  probabilité  composée ,  celle  de  leur  concours , 
on  peut  donc  poser  généralement  ce  principe  :  que  la 
probabilité  composée  s  obtient  e7i  faisant  le  produit  des 
probabilités  simples. 

18.  La  considération  des  probabilités  composées  , 
dispensant  de  former  le  développement  de  toutes  les 
combinaisons  possibles  ,  abrège  quelquefois  les  calculs  : 
en  voici  un  exemple  assez  simple.  Supposons  qu'on  ait 
assemblé  dans  un  paquet  les  i3  cartes  d'une  même 
couleur  qui  se  trouvent  dans  un  jeu  complet  de  62 
cartes,  et  quon  demande  la  probabilité  que  les  deux 
premières  cartes  du  paquet  soient  un  as  et  wi  deux  -?  la 
probabilité  que  Vas  soit  à  la  première  place  est  ~ , 
puisque  cette  carte  pourrait  occuper  l'une  quelconque 
des  1 3  places  du  paquet;  cette  carte  ôtée,  il  en  reste 
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iq;  ainsi  la  probabilité  que  le  deux  se  trouvera  la 
première  carte  de  ces  1  2 ,  sera  7-  :  la  probabilité  du 
concours   de  ces  deux  éyéneniens  sera  donc 

1  1  1 

i3        12        1 56" 

Pour  résoudre  cette  question  en  remontant  à  Ténu-* 
mention  de  toutes  les  chances  possibles  ,  il  faut 
d'abord  chercher  le  nombre  des  arrangemens  dont 
peuvent  être  susceptibles  i3  car- es ,  et  qui,  d'après 
Ja  formule  des  permutations  donnée  dans  les  Elémens 
cTalgèbre  ,  est  le  produit  1 .3.5. . . . 1 1.19. i3.  On 
observera  ensuite  que  lorsque  deux  des  i3  cartes  du 
paquet  ont  une  place  déterminée ,  il  en  reste  1 1 
que  l'on  peut  arranger  entr' elles  de  toutes  les  ma- 
nières possibles,  c'e.«-t-  à  -dire  de  I.S.3....M  ma- 
nières :  ce  sont  là  les  chances  qui  produisent  l'événement 
deairé,  dont  la  probabilité  sera  par  conséquent 

1 .2.3. ... î 1 


1 .2.3. ...  1 1 . 12. iô' 

En  supprimant  les  facteurs  1.2. 3.  ..  .11,  communs  au 
numérateur  et  au  dénominateur ,  il  viendra  seulement 


12. i3  "  "  i56  ' 

ainsi  qu'on  l'a  trouvé  ci-dessus. 

10,.  La  question  suivante  montrera  mieux  encore 
la  facilité  que  la  considération  des  probabilités  com- 
posées procure  pour  résoudre  les  problèmes  ,  et  don- 
nera lieu  à  quelques  remarques  utiles. 

Soient  deux  urnes  dans  l'une  desquelles  il  y  ait 
£  boules  blanches  et  1  noire ,  et  dans  l'autre  4  boules 


DES   PROBABILITÉS.  ôS 

blanches  et  i  noire;  on  demande  la  probabilité  d'ame- 
ner une  boule  blanche ,  en  prenant  au  hasard  dans 
l'une  Ljuelconque  de  ce*  urnes  ?  La  probabilité  qu'on 
mettra  la  main  àasis  la  première  urne  étant  ^  ,  et  la 
probabMité  qu'il  sortira  une  boule  blanche  de  cette 
urne  étant  3,  la  probabilité  du  concours  de  ces  deux 
événemens  est  donc  |  .  ^  ou  *. 

On  a  de  même  pour  le  tirage  de  la  seconde  urne  > 

1  ,  4  ss  A 

2  S      '  10' 

Les  deux  probabilités  \  et  *—,  répondant  à  deux  par- 
ties distincte^  d'un  même  événement,  doivent  s'ajouter 
pour  former  la  probabilité  totale 


3     ,     4  x         2         ll 

G"1"^o~~o"r5"~T5• 


La  probabilité  de  tirer  une  boule  noire  se  calcul* 
de  même.  On  trouve  pour  la  première  urne  |  .  4  , 
pour  la  seconde  £  .  5 ,  et  la  somme  j  -f-  -~  ==  ^.  En 
l'ajoutant  à  ~ ,  il  vient  l'unité  ,  ainsi  que  cela  doit 
erre  ,  puisqu'il  s'agit  de  deux  événemens  dont  l'un  ou 
l'autre  arrive  nécessairement. 

On  éprouvera  peut-être  quelque  difficulté  à  conce- 
voir nettement  ce  que  l'on  fait  quand  on  ajoute,  comme 
ci-dessus,  des  probabilités  tirées  d'épreuves  différentes. 
Pour  l'éclaircir,  je  vais  résoudre  la  même  question,  en 
considérant  les  deux  tirages  conjointement ,  et  je  pré- 
viendrai d'abord  une  erreur  dans  laquelle  il  paraît 
facile  de  tomber.  Au  premier  coup  d'oeil ,  on  pourrait 
penser  que  puisque  les  deux  tirages  s'opèrent  sur  la  to- 
talité des  boules  contenues  dans  les  deux  urnes ,  et  dont 
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le  nombre  est  8  ,  sur  lesquelles  il  s'en  trouve  Gblanches,' 
la  probabilité  d'en  obtenir  une  de  cette  couleur  est  J 
ou  j,  fraction  qui  surpasse  fj- 

L'erreur  que  l'on  commettrait  vient  de  ce  que  pour 
re  en  commun  les  boules  de  la  première  urne 
avec  celles  de  la  seconde,  il  faut  que  le  nombre  en 
soit  le  même  dans  Tune  et  dans  l'autre  ,  afin  que  toutes 
I  -  chances  soient  également  possibles  ,  ce  qui  n'aurait 
pas  lieu  sans  cela.  En  effet,  dans  le  tirage  à  effectuer 
sur  la  première  urne,  les  3  boules  qu'elle  renferme 
prises  toutes  ensemble  comptent  pour  autant  que  les  5 
qui  sont  contenues  dans  la  seconde  urne;  mais  si  on 
réunit  les  unes  avec  les  autres,  les  dernières  étant  plus 
nombreuses  peuvent  se  présenter  plus  souvent  à  la  main 
et  acquièrent  par  conséquent  une  plus  grande  possibi- 
lité de  sortir.  Cette  inégalité  disparaît  lorsqu'on  réduit 
les  probabilités  au  même  dénominateur,  ce  qui  d'ailleurs 
n'en  altère  point  les  valeurs  respectives.  En  procédant 
ainsi ,  on  change  les  fractions  §  et  £  en  -j-J  et  f|  :  alors  la 
première  urne  est  censée  contenir  10  boules  blanches  et 
5  noires,  la  seconde ,  12  boules  blanches  et  3  noires, 
les  probabilités  respectives  sont  les  mêmes  qu'aupara- 
vant ,  et  le  nombre  total  des  boules  est  devenu  le  même 
dans  chaque  urne  ;  considérant  donc  ces  boules  comme 
réunies  dans  une  seule  urne,  au  nombre  de  3o  dont  22, 
blanches,  on  a  pour  le  tirage  de  l'une  de  celles-ci  la 
probabilité  ff  ou  ~^. 

On  s'assurera  en  général  de  l'identité  des  résultats 
obtenus  par  l'un  et  l'autre  de  ces  deux  procédés,  en 
supposant  des  urnes  en  nombre  a ,  contenant  chacune 
m  boules  blanches  et  n  noires ,  et  des  urnes  en  nombre 
0  ,  contenant  p  boules  blanches  et  q  boules  noires.  Par 
le  premier  procédé,  on  aura  pour  la  probabilité  du 
tirage  d'une  boule  blanche, 
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a            m  b         p  am{p-\-q}-\-bp(m±ii) 

-  ,  . — . 1 — 


a-f-Z>  *  m-j-n       a-j-b  p-\-q~~  '  (a-{-b)(m-\-n)(p-\-q) 
ams-\-bpr 
as 

en  faisant  pour  abréger 

a  -\-  b  —  c ,    m  ■+•  n  =  r ,  p  -f-  g  —  J. 

Si  l'on  réduit  au  même  dénominateur  les  fractions 

m    p      •         .         ms     pr  .,  , 

—  ,  -  ,   il  viendra  —  ,  - —  ,    et  1  on  pourra   remplacer 
r     s  rs      rs  '  r  r 

toutes  les  urnes  par  une  seule  contenant  ers  boules  sur 

lesquelles    il  y  en  a  ams  -f-  bpr  qui    sont    blanches, 

d'où    résultera  la   probabilité   trouvée  ci-dessus,  bien 

différente  de  la  fraction   — '■ ; —    formée    en    divi- 

ar  -f-  bs 

sant   le   nombre    actuel    des   boules  blanches    par  le 

nombre  total  et  actuel  des  boules.  Cet  exemple  fait  voir 

combien  il  est  aisé  de  se  tromper  dans  la  recherche  des 

probabilités  ;  et  il  s'en  présentera  encore   d'autres  du 

même  genre  dans  la  suite. 

Détermination    des    Probabilités    dans   les    épreuves 
répétées  des  mêmes  hasards. 

20.  J'entends  ici  par  épreuves  répétées ,  les  jets  suc- 
cessifs d'un  même  nombre  de  dés  semblables,  ou  les 
tirages  de  numéros  pris  dans  une  urne ,  et  remis  chaque 
fois,  afin  de  conserver  toujours  le  même  rapport  entre  le 
nombre  de  chance;,  de  chaque  espèce. 

Ce  genre  de  probabilités  se  détermine  d'abord  par 
la  considération  des  probabilités  composées.  Se  pro- 
poser ,  par  exemple  ,  d'amener  deux  fois  de  suite  le 
jyoïnt  6,  en  jetant  deux  fois  le  même   dé,  c'est  de- 


r*  TRAITÉ    El  FMrrv'TAIRE 

mander  le  concours  de  deux  événemens  dont  la  pro-r 
habilité  simple  est  |j  on  aura  donc  pour  la  probabi- 
lité cherchée  (17)  J  x  J  =  jg  ;  on  trouvera  de  même 
que  la  probabilité  de  ne  pas  amener  du  tout  le  point  6 
est  5  X  §  ==5f'  La  somme  de  ces  deux  probabilités 
ît  pas  1  ,  parce  qu'outre  les  deux  événemens  que 
non*  venons  d'indiquer,  il  y  a  encore  celui  de  n'ame- 
m  r  6  qu'au  premier  jet,  ou  de  ne  l'amener  qu'au  second  : 
la  probabilité  du  premier  événement  est  £.4s±  ^  , 
cd\?  du  second  ,  |,-|  =  ^  ;  et  la  réunion  des  quatre 
probabilités  qu'on  vient  de  trouver,  donne 


1  _5_  5_         £5         36 

36  +  36  "*"  36  +  36  "~  56  ~~  lf 


Au  lieu  de  calculer  ainsi,  l'une  après  l'autre,  les 
probabilités  des  divers  événemens  qui  résultent  des  jets 
successifs  du  même  dé,  on  peut  les  obtenir  toutes  à  la 
fois  dans  une  même  formule.  Il  suffit  pour  cela  de 
considérer  que  si  dans  une  épreuve  il  y  a  m  chances  qui 
produisent  l'événement  Ay  n  chances  qui  produisent 
l'événement  B  \  sur  le  nombre  (m  -f-  n)  (m  -f-  n) 
=  (m-f-/î)a  qui  embrasse  tous  les  arrangement  pos- 
sibles des  chances  dans  les  deux  épreuves,  il  y  en  aura  m* 
qui  produiront  la  succession  A  A ,  mn  la  succession 
AU  ,  nm  la  succession  BA  et  n2  la  succession  BB 
(17)  ;  ensorte  que  les  probabilités  pour  obtenir  les  évé- 
nemens composés  comme  il  suit , 

AA,  ABt  BA,  BB, 

sont  respectivement 

ma  mn  mn  na 


(  m  +  n  Y  *     (  m  -f-  n  )a  '     (  m  -{-  n  )2  '     {m+n\* 
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Si  l'on  ne  distinguait  pas  l'ordre  des  événemens  simples, 
on  regarderait  comme  ne  formant  qu'un  seul  événement 
composé,  les  arrangement  AB  etBA;  alors  la  pro- 
babilité   d'obtenir  l'un   ou  l'autre    serait 


o.mn 


cnsorte  qu'il  n'y  aurait  plus  que  trois  événemens  composé» 

AA,  AB ,  £B, 

ayant  les  probabilités 

ma  o,mn  n* 


dont  les  numérateurs  sont  les  termes  du  développe^ 
ment  de  la  seconde  puissance  du  binôme  m-j-n}  et 
dont  la  somme  est  é^ale  à  l'unité. 

On  trouve  d'une  manière  semblable  les  diverses  pro- 
babilités pour  un  nombre  quelconque  d'épreuves  ,  dans- 
le  développement  de 

(m+ny  =  m?  +  -  m?-'n  -f  P  *tll  1  mT-*n> 


1 .2 


.  p(p— -i)Cp — 2)...(p — a-f-i) 

. . .  -L.  tllL iSt L    ^     V  >_j  mp-^f ..  ...w. 

*-3-3 1 

Le  premier  terme  mp  indique  le  nombre  de  chances 
qui  sur  un  nombre  p  d'épreuves,  donnent  p  fois  l'évé- 
nement A  ', 

Le  second  terme  -  m?~~ln ,  le  nombre  de  chances  oui 

1  ■ 

'donnent  p — 1  fois  l'événement  A  et  une  fois  l'événe- 
ment B ,  dans  quelqu  ordre  que  ce  soit. 

Le  terme  général  P(P— )  (P-^-(P-?+Omf-w> 

1 .2.0. . .  .q 

le  nombre  de  chances  qui  donnent  p  —  q   fois   l'évé- 
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nement  A  et  q  fois   l'événement  B ,    sans   distinction 

d'ordre. 

Si  on  voulait  établir  une  succession  déterminée,  il  fau- 
drait supprimer  le  coefficient  et  ne  prendre  que  mF^n*, 

lin  divisant  donc  chacun  de  ces  termes  par  le  nombre 
tolal  des  chances  qui  est  (m-f-  n)?  ,  on  aura  les  pro- 
babilités de  chacune  des  successions  d'événemens 
simples  auxquelles  ils  se  rapportent. 

21.  Pour  vérifier  directement  ces  énoncés,  il  n'y  a 
qu'à  désigner  par 

m  et  ri ,  m"  et  n",   m"  et  ri' ,  etc. 

le  nombre  des  chances  qui  amènent  les  événemens  A 
et  B  à  la  première  ,  à  la  deuxième ,  à  la  troisième ,  etc. 
épreuve ,  et  développer  les   produits  , 

(m'+ii')  (jri'+ri),  <jri+ri)  (jri+n")  (mm+nm) ,  etc. 

On  a  pour  le  premier 

m  m    -p  m  n 

+        i      il      ■  r    n 

n  m    -+-  n  n  , 

pour  le  second 

m  m  m     -j-  m  m  n 

+  r     n       m        i  l     II     m 

m  n  m     -}-  m  n  n 

-f-   nm  m     -\-  n  m  n 

+  ririm!"  -t-  riri'n"  , 

etc. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n"  17,  un  terme 
quelconque  de  ces  produits  exprimera  le  nombre  de 
chances  qui  donnent  l'événement  composé  des  évé- 
nemens simples  A  et  B ,  répétés,  le  premier  autant  de 
fois  que  la  lettre  m.  entre  dans  ce  terme  ,  et  le  se- 
cond autant  de  fois  qu'y  entre  la  lettre  n,  les  accens 
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marquant  d'ailleurs  l'ordre  des  épreuves.  Par  exemple  , 
les  termes 


AAB 

m'ri'm"    >     répondent  aux  successions     <    ABA 


S 

{  à 


Si  maintenant  l'on  pose  m  z=  m"  =  m* '  =  m ,  ce  qui 
changera 

(m+n')(m"-\-n")(7n",  +  n'")  en  (m  +  n)\ 

les  termes  indiqués  ci-dessus  deviendront  tous  égaux  à 
man ,  nombre  qui  sera  celui  des  chances  relatives  à 
chacun  des  trois  événemens  désignés  ,  tous  distincts  , 
lorsqu'on  fixe  l'ordre  de  la  succession  des  événemens 
simples  dont  ils  se  composent. 

Si  l'on  fait  abstraction  de  cet  ordre  ,  ils  ne  fer- 
meront plus  qu'un  seul  événement  répondant  à  la 
somme  de  toutes  leurs  chances  ,  c'est-à-dire  om5«  , 
expression  qui  ne  diffère  de  vrCn  que  par  le  coeffi- 
cient que  ce  produit  obtient  dans  le  développement 
de  (m  +  ra)3-  Il  est  aisé  de  voir  qu'on  arriverait  aux 
mêmes  conclusions  pour  un  nombre  quelconque  d'é- 
preuves. 

22.  Soit  pour  abréger 

m  n  c 

=  »-«  =f) 


m  -j-  n  m  -j-  n 

le  développement 

duquel  se  tirent  toutes  les  probabilités  des  divers  évé- 
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nemens   composés   que  peut   offrir  un  nombre  p  d'é- 
preuves (î>c)  ,  se  changera  en 

#  +  E  ,,-/+  p(p->ï  eP-T 

1  J  1.2 

f(r-0...(p-H'U  . .  +/, , 

1 .2.0. . . .q  J  J 

formule  dans  laquelle  un  terme  pris  isolément  exprime 
îa  probabilité  d'un  événement  composé  de  A  répété 
autant  de  fois  que  le  marque  l'exposant  de  la  Uître  e  , 
et  de  B  répété  autant  de  fois  que  le  marque  l'expo- 
sant de   la  lettre  f. 

Le  plus  souvent  on  ne  fixe  pas  d'une  manière  pré- 
cise le  nombre  de  répétitions  au  ffiethe  événement  ; 
mais  on  lui  assigne  seulement  une  limite.  C'est  ainsî 
qu'on  peut  chercher  la  probabilité  de  n'avoir  pas  moins 
de  p —  î  événemens  A  sur  le  nombre  p  d'épreuves, 
énoncé  qui  admet  aussi  le  cas  où  il  arriverait/?  événe- 
mens v^,  et  auquel  satisfont  par  conséquent  les  deux 
premiers  termes  de  la  formule  ci-dessus  ;  la  proba- 
bilité de  ces  événemens  sera  donc  indiquée  par 

eP  +  E  ev-if 
î        ■* 

somme  des  deux  premiers  termes. 
De  même  la  somme  des  trois  premiers 

e?  +  E  eP~>f+  rtP~-ll  0-A 

1  J  1.2  J 

indiquera  la  probabilité  de  ne  pas  avoir  moins  de  p — a 
événemens  A>  et  plus  de  2  événemens  B. 

Et  en  général  la  somme  des  termes  de  la  formule , 
depuis   le    premier   jusqu'à    celui    qui    est   affecté   ds 
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*'"*/*>  c'est-à-dire 

^  1  J  T  1.2.3..  ..9  ** 

indiquera  la  probabilité  de  n'avoir  pas  moins  de  p — a 
événemens  A  et  plus  de  q  événement  /?. 

Si  par  exemple  on  demande  la  probabilité  d'amener 
le  point  6  au  moins  2  fois  dans  quatre  jeta  successifs 
d'un  dé  à  six  faces ,  on  fera 


e  =  ç>f=ë'p  =  4> 


1  r 5 

et  il  viendra  pour  cette  probabilité, 


171  1  I 

=  — *—p>     entre     -     et     -. 

129b  7  b 


Si  on  eût  demandé  seulement  d'amener  6  au  moins 
une  fois,  il  aurait  fallu  prendre  la  somme  des  4  premiers 
termes  du  développement  de  (e-{-fy;  mais  comme 
e  +/"  =  1  y  et  que  par  conséquent  (  e  -\-fy  =  1  ,  la 
somme  des  4  premiers  termes  est  égale  à  1  — f*  ;  il  est 
donc  plus  court  de  calculer  directement  le  terme  f*- 
pour  le  retrancher  de  l'unité,  ce  qui  donnera 

5*  m  1  6a5  671 

6+  1296      "  1296 

pour  la  probabilité  demandée  ;  et  puisqu'elle  surpasse  fa 
il  en  résulte  qu'il  est  probable  que  le  point  6  arrivera 
au  moins  une  fois  dans  quatre  jets  (9). 

La  probabilité  de  l'événement  contraire  esty^=^2^  ^ 
puisque  le  terme  fit  ne  contenant  pas  la  lettre  e,  in- 

3 
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clique  la  répétition  des  seuls  évcnemcns  B\  c'est  donc 
par  sa  contraire  que  nous  ayons  déterminé  la  probabi- 
lité <.\mandée  ;  et  il  faut  opérer  ainsi  toutes  les  fois  que 
l'expression  de  la  première  est  plus  simple  que  celle 
de  la  seconde. 

q3.  On  voit  encore  par  l'exemple  précédent  com- 
ment la  probabilité  d'amener  le  point  6  au  moins  une 
fois,  qui  n'était  que  £  à  la  première  épreuve,  s'est 
accrue  par  la  répétition  des  jets  du  dé.  Ce  changement 
peut  faire  naître  la  question  suivante  :  déterminer  le 
nombre  d'épreuves  nécessaire  pour  qu  un  événement 
acquière  une  probabilité  donnée  ?  Si  on  demandait 
en  combien  de  jets  du  même  dé  on  obtiendra  la  pro- 
babilité g  que  le  point  6*  arrivera  au  moins  une  fois, 
on  aurait  er=J,  /==*|*  q  =p  —  i  ,  et  il  faudrait  déter- 
miner p  par  la  condition  que  la  somme  des  termes 

«p  +  £  cP-'f. .  .  .  +Zefp-* 

î         J  î  J 

fût  égale  à  g ,  ce  qui  ne  pourrait  se  faire  immédiate- 
ment que  par  des  essais  répétés  ;  mais  en  prenant  la 
probabilité  contraire,  exprimée  par  le  seul  terme  J>,  et 
qui,  dans  l'hypothèse  proposée,  doit  être  égale  à  î — g 
ou  ky  on  aura  l'équation 

/>=&,     d'où     plog/=logA,p==j^; 

si  l'on  substitue  aux  lettres  f  et  k  ,  les  fractions  -,  -,  on 

s  t 

trouvera 

i  r 

_     V  t  __  U  —  lr 

"        .    n  '  ~  \s  —  l/i* 
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J'appliquerai  cette  formule  au  problème  qui  parait 
avoir  été  le  premier  de  ce  genre  que  les  géomètres 
aient  résolu  ,  c'est  celui  de  trouver  le  nombre  de  jets 
de  deux  dés ,  dans  lequel  il  y  a  autant  de  probabi- 
lité d'amener  deux  six  (  ou  sonnez  )  que  de  ne  pas  le 
faire.  Pour  cet  exemple ,  on  a 

ce  qui  montre  que  l'événement  proposé  est  moins  pro- 
bable que  le  contraire,  quand  on  n'embrasse  que  24 
jets  ,  et  plus  probable  ,  quand  on  en  prend  20.  Cette 
conclusion  paraissait  fausse  au  chevalier  de  Méré  qui 
proposa  le  problème  à  Pascal,  et  tourna  ses  méditations 
sur  le  calcul  des  probabilités.  Ce  chevalier,  homme 
d'esprit,  mais  étranger  aux  Mathématiques,  croyait 
que  puisqu'il  suffisait  de  4  je^  pour  arriver  à  une 
probabilité  surpassant  \ -,  d'amener  le  point  6  avec  un 
seul  dé  ,  qui  n'offrait  que  6  chances  à  chaque  coup  , 
le  jet  de  deux  dés  en  présentant  36,  ou  6  fois  6,  il 
devait  suffire  de  6  fois  4  ou  24  jets,  pour  obtenir  le 
même  résultat  par  rapport  à  l'événement  G,G  (  ou 
sonnez)  ;  le  contraire  lui  paraissait  un  grand  scandale , 
qui  lui  faisait  dire  hautement  que  les  propositions  rié- 
taient  pas  constantes ,  et  que  ï  Arithmétique  se  démen- 
tait. (Lettre  de  Pascal  à  Fermât,  OEuvres  de  Pascal , 

24.  La  considération  des  divers  événemens  compo- 
sés qui  peuvent  arriver  dans  les  épreuves  répétées  du 
même  jeu,  mérite  toute  notre  attention,  parce  qu'elle 
fournit ,  ainsi  que  l'a  remarqué  d'abord  Jacques  Ber- 
noulli  dans  la  quatrième  Partie  de  X  Ars  conjectandi,  et 
ensuite  Condorcet  dans  ses  divers  écrits  sur  le  Calcul 
des  Probabilités ,  les  meilleures  bases  que  l'on  puisse 

3.. 
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donner   à  la    philosophie    de  ce  calcul ,  pour  fondef 

l'utilité  du  ses  applications. 

Les  termes  du  développement  de  (m-f-7iy  indiquant 
1  -  chances  favorables  à  chacun  des  événemens  compo- 
sés qui,  dans  un  nombre  p  d'épreuves,  peuvent  résulter 
des  diverses  successions  d'événemens  simples  A  et  B, 
il  est  facile  de  déterminer  lequel  de  ces  événemens 
composés  a  le  plus  de  chances  en  sa  faveur  ,  et  est 
par  conséquent  le  plus  probable.  Il  suffit  pour  cela  de 
chercher  quel  est  de  tous  les  termes  du  développe- 
ment (m-f-  n)P  ,  celui  dont  la  valeur  est  la  plus  con- 
sidérable. Avant  de  passer  à  la  détermination  générale 
de  ce  terme,  je  crois  à  propos  d'en  donner  quelques 
exemples  numériques  pour  ceux  des  lecteurs  à  qui  l'al- 
gèbre ne  serait  pas  très  -  familière. 

Premièrement,  si  l'on  fait  m=  n,  le  plus  grand  terme 
sera  celui  qui  occupe  le  milieu  de  la  formule  quand  le 
nombre  p  est  impair;  et  lorsque  ce  nombre  sera  pair,  il 
y  aura  deux  termes  consécutifs  égaux  ,  surpassant  tous 
îes  autres  et  placés  aussi  dans  le  milieu  du  développe- 
ment ,  comme  on  le  voit  ci-dessous  dans  les  premières 
puissances  du  binôme  m  -j-n  , 

(  m-f-rc)ar=:  ma  -f-  zmn  -f-  n% , 

(  m-j-n  )3  r=  m3  -f-  3m2/i  -f-  3m;i2  -f-  n3  , 

(  m-f-n  )+  =  m4  -f  ^m?n  -f-  6m*n*  -{-  jmn3  -f-  «* , 

(  m+n  )5  =  m5  -f-5m.*/z  -f- 1  om.3/ia-f  1  om*n3-\-5mnt+n5 , 

Les  termes  Q.mn  et  6m.a/ia  du  milieu  de  la  seconde 
et  de  la  quatrième  deviennent  respectivement  2m,a  et 
6m*,  lorsque  m  =  n  ,  et  ce  sont  1  es  plus  considérables 
parce  qu'ils  ne  diffèrent  des  autres  que  par  leur  coeffi- 
cient qui  est  le  plus  grand  de  tous  ceux  delà  formule. 
Les  termes  5m2/i  et  Zmn*  dans  la  troisième  puissance , 
te  changeant  en  3m3 ,  deviennent  égaux  ;  il  en  arrive 
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autant,  dans  la  cinquième,  aux  termes  îo/n'/i'-et  îom'n/* 
qui  se  changent  en  icm°  et  ont  le  plus  grand  coefficient. 

Il  résulte  de  là  que  si  l'on  considère  un  jeu  où  le 
nombre  des  chances  soit  le  même  en  faveur  de  l'évé- 
nement A  et  de  son  contraire  B  ,  les  événemens  com- 
poses les  plus  probables  seront  1  fois  ^  et  1  fois  B 
dans  2  épreuves ,  2  fois  A  et  2  fois  B  dans  4  épreuves, 
et  ainsi  de  suite  lorsque  le  nombre  des  épreuves 
est  pair.  Quand  ce  nombre  est  impair  ,  il  y  a  dans 
chaque  épreuve  deux  événemens  composés  dont  la 
probabilité  est  égale  et  surpasse  celle  de  tous  les 
autres  ,  savoir  ,  ceux  d'amener  2  fois  A  et  î  fois  B 
ou  2  fois  B  et  î  fois  A  dans  3  épreuves  ,  3  fois  A  et 
2  fois  B  ou  2  fois  A  et  5  fois  B  dans  5  épreuves ,  et 
ainsi  de  suite. 

Les  probabilités  de  ces  divers  événemens  seront 

r   •       a  r   •      r>  27n2  2  1 

pour    î  rois  A  et  î  rois  Z*       ; r —  s=    -   =  -  , 

6m*  6         3 


2  fois  ^  et  2  fois  2? 


(tti  4-  77i )+         16     "8* 


pour   2  fois  ^  et  î  fois  B   î         om3        3 

ou  i  fois  A  et  2  fois  5  J    (m-|-  ^)3          8  - 
pour   3  fois  v4  et  2  fois  .#   1         îcm5        |o  _5_ 


1 


ou  2  fois  -^  et  3  fois  Z>   /    (771 -f- m)5         5si         10 

Ces  diverses  probabilités  décroissent  à  mesure  que 
le  nombre  des  épreuves  augmente  ;  et  cela  est  tout 
simple,  car  si  chacune  est  la  plus  grande  de  toutes 
celles  qui  naissent  du  nombre  d'épreuves  dont  elle  fait 
partie ,  elle  ne  répond  qu'à  un  seul  des  événemens 
composés  qui  se  multiplient  à  mesure  que  l'on  embrasse 
un  plus  grand  nombre  d'épreuves. 

Il  n'en  est  pas  ainsi  pour  les  probabilités  relatives  dei 
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divers  événemens  composés  fournis  par  le  même  nombre* 
d'épreuves.  Par  exemple  ,  la  probabilité  d'amener  plu- 
tôt i  Fois  A  et  1  fois  B ,  que  2  fois  A  ,  étant  le  quotient 
de  la  probabilité  absolue  du  premier  de  ces  deux 
i  nemens  composés ,  par  la  somme  des  probabilités 
de  l'un  et  de  l'autre  (10)  ,  on  aura 


1 

a  a 


La  probabilité  d'avoir  plutôt  2  fois  A  et  2  fois  B  que 
4  fois   A  de  suite ,  se  trouvera  de  même  égale  à 

3 

8  G 


it>  "*"  8 

fraction  qui  surpasse  §.  On  obtiendrait  toujours  des 
résultats  semblables ,  en  poursuivant  le  calcul ,  et  on 
en  conclurait  la  différence  de  possibilité  entre  les  évé- 
nemens composés  de  la  répétition  constante  du  même 
événement  et  la  possibilité  de  l'événement  dont  la 
composition  se  rapproche  le  plus  du  rapport  de 
possibilité  des  événemens  simples.  Le  seul  bon  sens 
suffit  sans  doute  pour  mener  à  ces  conclusions,  mais 
il  n'en  pourrait  donner  les  valeurs  précises ,  de  même 
qu'il  n'avait  pu  faire  deviner  au  chevalier  de  Méré  la 
réponse  à  la  question  qu'il  s'était  proposée  ;  l'emploi  du 
calcul  sera  donc  indispensable  toutes  les  fois  qu'il 
s'agira  de  déterminer  des  valeurs  résultantes  d'opéra- 
tions compliquées  ou  comprises  dans  des  limites  étroites. 
s5.  Les  formules  générales  correspondantes  aux  re- 
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marques  du  n°  précédent,  se  présentent  d'elles-mêmes, 
puisqu'il  ne  s'agit  que  de  calculer  le  terme  qui  tient 
le  milieu  dans  le  développement  d'une  puissance  paire 
du  binôme,  ou  les  deux  qui  en  prennent  la  place, 
quand  la  puissance  est  impaire. 
L'expression  du  premier  est 

,(„-,).. <p-f-H)    {p 


1.2.  ...E 
2 


m     n 


—  m' , 


1.2.  ...P- 


lorsque  m  =  n  \  celle  des  autres  est 


X    2  P- 


771  7l2 


p(p-1)...(p-±^+1) 


1.2.... - 


m?. 


Pour  en  calculer  la  valeur ,  quand  p  est  très-grand , 
il  faudrait  former  des  produits  composés  d'un  nombre 
considérable  de  facteurs ,  ce  qui  devient  bientôt  im- 
praticable ,  à  moins  qu'on  ne  s'aide  d'une  formule  très- 
remarquable  découverte  par  Stirling,  ou  de  celles  que 
M.  Laplace  a  données  dans  les  Mémoires  de  l'Acadé- 
mie des  Sciences y  années  1781  et  1782 ,  et  dans  sa  Théo- 
rie analytique  des  Probabilités  ;  on  trouvera  la  pre- 
mière dans  la  note  I,  à  la  fin  du  présent  ouvrage. 
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En  V employant  au  calcul  de  la  probabilité  d'obtenir 
5o  fois  l'événement  A  et  5o  fois  l'événement  B  sur  100 
épreuves  ,  on  trouve  0,0796892,  probabilité  très-petite 
en  elle-même,  parce  qu'il  ne  s'agit  que  d'un  seul  événe- 
ment pris  parmi  101  ;  mais  si  on  la  compare  à  celle 
d'amener  ico   fois  déduite  l'événement  A,  on  aura 

<^07qÇ  ,  1 

- ,  ou  a  tres-peu  près  1 — =,  % 

^  +  o,o79S  2-Xo,c796 

ce  qui  ne  diffère  pas  sensiblement  de  l'unité ,  puisque 
le  dénominateur  de  la  fraction  qu'il  faut  retrancher  de 
cette  unité ,  étant  développé ,  aurait  3o  chiffres. 

Ce  résultat  montre  la  différence  énorme  qu'il  y  a 
entre  les  possibilités  respectives  des  deux  événemens 
dont  je  viens  de  faire  la  comparaison  ;  mais  aussi  il 
faut  observer  que  la  probabilité  d'amener  sans  inter- 
ruption ,  soit  l'événement  A ,  soit  l'événement  B ,  est 
plus  petite  que  celles  de  tous  les  autres  événemens  com- 
posés ;  celles-ci  vont  en  augmentant  à  mesure  qu'on  se 
rapproche  du  terme  moyen. 

26.  Lorsqu'il  n'y  a  pas  le  même  nombre  de  chances 
en  faveur  de  chacun  des  événemens  simples  A  et  B  , 
Y  événement  composé  le  plus  probable  est  encore  celui 
dans  lequel  le  nombre  des  événemens  A  est  à  celui  des 
événemens  B ,  dans  le  rapport  du  nombre  de  chances 
favorables  au  premier ,  au  nombre  de  chances  favo^ 
râbles  au  second. 

Pour  bien  faire  comprendre  cet  énoncé ,  prenons 
m  ==  5  ,  n  ■=  2  et  faisons  successivement/?  =s  5,  =10. 
Dans  le  premier  cas,  le  terme  le  plus  considérable  du 
développement  de  (m  -f-  n)5  sera 


DES   PROBABILITÉS.  41 

environ 


iomV  =  1080  et  donnera  — ■=-. —  r= 


B8     ~3l25,  3* 

pour  la  probabilité  d'obtenir  en  5  épreuves ,  3  fois  l'é- 
vénement A  et  2  fois  l'événement  5.  Le  plus  grand 
terme  du  développement  de  (m  -f-  n)1D  est 

30. Q. 8. 7 

■ — --=r-f  m6^  =5  2 1  om6/i*  c=  2 1 0  .  3°  .  24  =  244944e  > 
d'où  il  résulte 

2 10.3C.  «2^  OÂ^/xÂO  .  2 

—5=^  =  sTfe  '  env"'on  9  ' 

pour  la  probabilité  d'amener  en  10  épreuves ,  6  évé- 
nemens  A  et  4  événemens  i? ,  nombres  qui  sont  dans  le 
rapport  de  3  à  2.  Cette  probabilité  est  moindre  que  la 
précédente,  par  la  raison  déjà  alléguée  dans  le  n°24; 
mais  elle  est  toujours  la  plus  grande  relativement  à 
toutes  celles  qui  se  déduisent  du  même  développement. 

Les  multiples  de  5  pouvant  seuls  se  partager  en  deux 
nombres  entiers  qui  soient  entr'eux  dans  le  rapport 
de  3  à  2,  le  développement  des  puissances  dont  l'expo- 
sant n'est  pas  un  multiple  de  5,  ne  contiennent  pas  de 
termes  où  les  exposans  des  lettres  m  et  n  soient  dans 
ce  rapport  ;  mais  les  termes  qui  approchent  le  plus  de 
remplir  cette  condition,  sont  les  plus  considérables. 
C'est  ce  qu'on  va  voir  par  la  détermination  algébrique 
du  plus  grand  terme  du  développement  de  (m.  -f-  ;z}:' . 

27.  Le  terme  général  du  développement  de  (711  -f-n  )n 
étant 

P(p  —  0  (P—  a)...(p  —  «y-j-p    mJl_qnl 
1 .2.3 q 
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es!  précédé  par 

PJP-i)  (F--) (p-g  +  O  mP-^n,-> 

1.3.3 ((7  —  1) 

et  suivi  par 

P(P—    O     (P  —  S) (fr  —  Ç)    _„-«„.+,' 

1.2.5 ((/  -f-   l) 


m?-?-1/!?-*-'. 


Pour  abréger  représentons  respectivement  ces  termes 
par  M,   A  et  A',  et  nous  aurons 

M    _p  —  q  -h  î    n      M         q  -f-  i  m ^ 
N~  q  m'    ÏV7   ~~  p~~^~q  n% 

mais  si  le  terme  M  surpasse  à  la  fois  N  et  A"'  3  il  s'en- 
suivra que 

N  ^    l    Nr  ^  1  > 

d'où     ?—ji±i  »  > ,,  2±j  ï  > ,; 

<7  m  p  —  çf   n. 

On  conclura  de  là 

p/i  —  ^rt  -f-  n  >  (7m  gm  +  m  >  p7i  —  gn  , 

d  ou  c/  <  r_ I_       et  >  £ — ■ : 

771  +   n  771+71 


q  est  donc  le  nombre  entier   compris  entre   les  deux 
>mbres  ci-dessus ,  dont  la  différence 
Lorsque  p  =  r  ( tti  -f-  n) ,  il  vient 


^ombres  ci-dessus ,  dont  la  différence  est  =  1. 

771  -f-  71 


q  <  r  n  H — -       et  >  r  n  — 

771  -4-    72  771  -f-    72. 
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q  est  donc  le  nombre  entier  m ,    et  par   conséquent 

p  —  q  =  r/n. 

De  plus,  il  est  aisé  de  voir  qu'à  partir  de  M,   tous 

les  termes    vont  continuellement  en   décroissant,   soit 

lorsqu'on   rétrograde   vers   le   premier    terme    m? y   ou 

qu'on  s'avance  vers   le  dernier  nP.  En  effet  le   rapport 

p  —  q  -J-  1    n      .  ,    ,     ,  ,   ,       ,   . 

,  du  terme  mènerai  compare  a  celui  qui 

q  m 

le  précède  ,  augmente  à  mesure  que  q  diminue  ,  c'est- 
à-dire  en  remontant  vers  le  premier  terme  ,  et  diminue 
lorsque  q  augmente,  c'est-à-dire  en  allant  vers  le  dernier 
terme.  Si  donc  on  désigne  par  L  le  terme  qui  précède 
i\T,  et  par  V  celui  qui  suit  iVf ,  on  aura  en  allant  vers 
le  premier  terme  , 

M  N       M 

jy  >i,    L>Jf>et?'    d'0Ù^>^r;  N>L,  etc. 

et  vers  le  dernier  , 

£  <  ■  -  w  <  £  ■ etc-  d'où  A"  <M>L'<N'>etc- 

Le  terme  M  étant  le  plus  considérable  du  dévelop- 
pement de  (m.  -f-  nY  >  et  la  probabilité  relative  de 
l'événement  composé  auquel  il  répond  ,  et  de  celui 
auquel  répond  un  autre  terme  À',  par  exemple,  étant 
exprimée  par 

JT+M   (1D)> 

approchera  d'autant  plus  de  l'unité  que  K  sera  plus 
petit  par  rapport  à  M ,  ce  qui  démontre  la  remarque 
faite  dans  le  n°  24  >  en  ^a  généralisant  ,  pui5qu'ici  m 
et  11  sont  supposés  quelconques. 
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On  voit  donc  par  ce  qui  précède  ,  que  de  tous  les 
événement  composés  qui  peuvent  se  présenter  dans  un 
nombre  r(m  -f-  n)  d\  preuves  ,  le  plus  probable  com- 
parativement à  chacun  des  autres  en  particulier ,  est 
celui  qui  répond  au  terme  affecté  de  mr'"nrn ,  dans 
uel  les  événemens  A  et  L  sont  répétés  l'un  rm  fois , 
i  autre  ni  ;  c  est-à-dire  proportionnellement  à  leur  pro- 
babilité particulière. 

28.  On  a  vu  aus=i  que  la  probabilité  absolue  d'un 
nement  composé  diminue  à  mesure  que  le  nombre 
des  épreuves  augmente  ;  mais  il  y  a  une  probabilité 
qui  va  toujours  croissant ,  cest  celle  que  les  nombres 
qui  marquent  les  répétitions  des  événemens  simples  A 
et  B  ,  comparés  au  nombre  des  épreuves ,  ne  s'écarte- 
ront pas  des  probabilités  de  ces  événemens  ,  au-delà 
d'une  limite  donnée. 

Considérons  d'abord  pour  plus  de  simplicité,  le  ca< 
où  il  ya  le  même  nombre  de  chances  en  faveur  de 
chacun  des  événemens  simples ,  et  cherchons  la  probabi- 
lité d'en  obtenir  d'une  composition  telle  ,  que  le  nombre 
des  A  ne  surpasse  pas  les  \  du  nombre  d'épreuves  ,  et 
ne  soit  pas  moindre  que  les  § ,  fractions  entre  lesquelles 
se  trouve  comprise  \  probabilité  particulière  des  événe- 
mens A  et  Z>,  et  dont  elle  ne  diffère  que  de  -~-  en  plus 
et  en  moins.  Si  nous  ne  considérons  d'abord  que  5 
épreuves ,  la  probabilité  de  ne  pas  obtenir  plus  de  3 
et  moins  de  2  événemens  A ,  se  trouvera  en  prenant, 
dans  le  développement  (e  -j-  f)b ,  la  partie 

iceYa  -f  ioe2f3  (22)  ; 

en  y  faisant  e  =  f~=-  \  ,   elle  donnera  ~  =  f . 

Passons  maintenant  au  cas  où  on  embrasserait  10 
épreuves ,  et  où  il  faudrait  par  conséquent  obtenir  au 
plus  6   et  au   moins  4  événemens  A\  nous  prendrens 
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alors  dans  le  développement  de  (e  -f-/')10  la  partie 

21  ce6/4-  -{-  252e5/5  -f-  2ioeJ/*6 

dont  on  trouvera  la  valeur  égale  à  -~-^  ]>  |  qui  revient 


à_flo 


loa,' 

L'accroissement  de  la  probabilité  cherchée  est  encore 
fort  petit;  mais  il  devient  plus  rapide  à  mesure  qu'on 
augmente  le  nombre  des  épreuves.  Lorsqu'on  en  consi- 
dère 100,  nombre  dont  les  |  =  60  et  les  |  =  4°  >  on 
doit  prendre  dans  le  développement  de  (e-\-fy°°  la 
partie  qui  commence  au  terme  affecté  de  e6°fi0  et  finit 
au  terme  affecté  de  eiof6°  :  l'opération  s'abrège  un  peu 
lorsqu'on  part  du  terme  du  milieu  rapporté  dans  le 
n°  25. 

En  représentant  par  C  le  coefficient  de  ce  terme  , 
par  Cx  celui  du  terme  qui  vient  après  ,  par  C2  celui 
du  terme  qui  vient  après  ce  dernier,  et  ainsi  des  autres , 
on  formera  l'expression 

&f 5°  +  C  g  e<9/5.  +  Ç,  g  e»f»...+  Cs  g  *4ï£ 

où  Ton  voit  comment  chaque  terme  se  forme  du  pré- 
cédent ,  et  où  il  faut  observer  qu'à  cause  de  e  -z=f-=.  £ , 

Quant  aux  10  termes  qui  précèdent  Ce5of5° ,  comme 
ils  sont  les  mêmes  que  ceux  qui  le  suivent,  il  suffira 
de  doubler  les  derniers  pour  tenir  compte  des  premiers  ; 
et  en  s'aidant  des  logarithmes  ,  on  trouvera  sans  peine 
que  la  somme  cherchée  est  environ  -^  ,  probabilité  fort 
approchante  de  l'unité. 

Si  l'on  avait  assigné  au  rapport  du  nombre  des  événe- 
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mens  A  avec  le  nombre  des  épreuves,  des  limites  plus 
,  on  aurait  trouvé  une  pi  •'  moindre. 

En  n'étendant  ,  par  es   i   plê,  précédente 

que  depuis  le  terme  i  celui  qui 

r-t  affecté  de  e5p3,  on  ■  lirait      i  -^=i^> 

et  f£  =  ^dont  la  différence  avec  y-}  est  seulement  ^; 
mais  on  n'obtiendrait  qu'u  ••  probabilité  égale  àfVô- 

29.  Ces  résultats  ne  pourraient  être  que  pressentis 
par  le  raisonnement  seul  ;  il  faut  le  secours  du  cal- 
cul pour  en  déterminer  avec  exactitude  la  valeur 
et  même  la  nature.  A  cet  égard  on  doit  remarquer  que 
l'augmentation  de  probabilité  ,  à  mesure  qu'on  em- 
brasse un  plus  grand  nombre  d'épreuves ,  n'a  lieu  que 
pour  les  limites  du  rapport  de  ce  nombre  avec  celui 
des  événemens  d'une  espèce  donnée,  et  non  pas  pour  des 
différences  déterminées  dans  le  dernier  de  ces  nombres. 

Si  l'on  cherchait,  par  exemple,  la  probabilité  de 
n'obtenir  qu'un  événement  A  de  plus  ou  de  moins  que 
la  moitié  du  nombre  des  épreuves ,  cette  probabilité  se 
composerait  de  la  somme  des  termes  affectés  de 
e6f+ ,  e5fb  ,  e'rf6  darts  le  développement  de  (e-{-fy, 
et  pour  1 00  épreuves  ,  de  la  somme  des  termes  affectés  de 
e-hy-s,  cb,p0 .  e.9yôi  ^ns  le  développement  de  (e-f-/)100 , 
c'est-à-dire  toujours  de  trois  termes  :  cette  somme  doit 
donc  décroître  continuellement  (24). 

Au  contraire  ,  quand  il  s'est  agi  des  limites  -|  et  | 
dans  le  rapport  du  nombre  des  épreuves  à  celui  des 
événemens  A ,  le  nombre  des  termes  composant  la  pro- 
babilité cherchée  a  toujours  été  en  croissant  :  il  y  en 
avait  2  pour  5  épreuves  ,  3  pour  10  et  21  pour  100. 

30.  Ce  qu'on  vient  de  voir  sur  des  exemples  parti- 
culiers résulte  d'une  proposition  de  la  plus  haute  im- 
portance ,  démontrée,  pour  la  première  fois,  par 
Jacques  Bernoulli ,    et  qui  s'énonce   ainsi  ; 
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On  peut  toujours  assister  un  nombre  d 'épreuves  tel, 

quil  donne  une  probabilité  aussi  approchante  de  la 
certitude  quon  le  voudra  ,  que  le  rapport  du  nombre 
de  répétitions  du  même  événement  à  celui  des  épreuves 
ne  s'écartera  pas  de  la  probabilité  simple  de  cet  évé- 
nement,  au-delà  de  limites  données,  quelque  resser- 
rées quon  suppose  ces  limites. 

Je  vais  prouver  cette  proposition  en  suivant  d'assez 
près  la  marche  qu'a  tenue  Jacques  Bernoulli. 

Soit ■ —  la  probabilité   d'un  événement  A  ,  p  le 

m  -f-  n       r  r 

nombre  des  épreuves,  qui  fournirait —  événemen3 

m  -f-  n 

de  cette  espèce,  s'ils  se  répétaient  exactement  d'après  leur 

probabilité  simple  ;  mais  supposons  que  le  rapport,  au 

lieu  d'être  précisément  éeal  à  - .  soit  seulement 

m  -f"  n 

,      r       .         m  -\-  1         m  —  1 

compris  entre  les  tractions et   : —  ,  ensorte 

m  -f-  n         m  -f-  n 

que  sur  le  nombre  p  d'épreuves  il  n'y  ait  pas  plus  de 

■m  -h  i  .        .m  —  î         ,, 

■ p  .  ni  moins  de  p   evenemens  A  \    et 

m  -f-  n  r  m  -f-  n  r 

pour  que  ces  derniers  nombres  soient  entiers ,  faisons 
~p~r(m  -f-  n).  Ils  deviendront  respectivement rm  -f-  r, 

rm  —  r  ;   ainsi,  dans  le   développement  de 

(m  -f-  nym"^Ta  ,  les  o.r  -f- 1  termes  pris  depuis  celui  où 
l'exposant  de  la  lettre  m}  est  rm  -\-  r,  jusqu'au  terme 
où  cet  exposant  est  rm  —  r  inclusivement,  donneront 
toutes  les  chances  pour  les  événemens  dont  la  compo- 
sition est  renfermée  entre  les  limites  assignées  ci-dessus. 
Le  plus  grand  terme  du  développement  se  trouvera 
placé  au  milieu  de  ceux  que  je  viens  d'indiquer;  car 
leur  ensemble  pourra  être  représenté  par 

*m"n+rnTn-r +ftmrmnrn ^  mTm~Tnrn^T , 
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a,  fi  et  a'  étant  leacoefficieril  des  termes  qu'ils  affectent; 
et  »i  h  -  trois  termes  écrits  ci  -  dessus  ,  sont  désignés 
tofpectireuient  par   les  lettres  L  ,  M  et  L ,  on  aura 

-V (  rm  -f-  r)  (  rm  -4-  r  —  i)....(rm  +  i)   nT 

J .        (m  —  r  -J-  1  )  (m  —  r  -,-  u).  .  .      rn         mr  * 

M  ___  (  rn  -f-  r)  (  m  •+-  r  —  1  ) . (  m  -f-  i  )   mT 

L'     ~  (rm  —  r  -f-  i  )  (  rm  —  r  -f-  2)  .  .  .      rm  ;ir   ' 

la  -econde  expression  ne  différant  de  la  première  Çue 
par  le  changement  de  m  en  n  ,  et  réciproquement. 

3i.   Cela  posé,    il  faut  d'abord  montrer  que  la  va- 
leur du  rapport  —  peut  être  rendue  aussi  grande  qu'on 

JLj 

le  voudra  ;  pour  cela  on  décomposera  les  puissances  nf 
et  mT  dans  leurs  facteurs ,  pour  les  joindre  à  chacun 
de  ceux  des  coefficiens  ,  ce  qui  donnera 

V  rmn-4-m  rmn  +  rn —  n         rmn-\-n 

-— . ! s/ ! #4  y^ ! t 

L         rmn  —  rm  -j-  tu       rmn  —  rm-j~2m  r/nn 

Tous  ces  facteurs  surpassant  l'unité,  et  leur  nombre, 
égal  à  r ,  pouvant  devenir  aussi  grand  qu'on  le  voudra, 
leur  produit  doit  aller  toujours  en  croissant. 

En  divisant  par  r  tous  les  termes  du  premier  et  du 
dernier  ,  on  les  met  sous  la  forme 

mn  -A 

mn  -{-  n  r 


m  mn 

mn  —  m  -J 

r 

d'après  laquelle  on  voit  que  la  quantité 

mn  -\~  n  m  -f-  * 

mn  m 

est  comprise  entre  ces  facteur*. 
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Or  il  est  toujours  possible  d'assigner  la  valeur  d'un 
nombre  q  ,  tel  que  ( J  égale  ou  suqjasse  un  nom- 
bre donné  c  ;  car  en  posant 

et  passant  aux  logarithmes ,  on  trouve 

9{l(m  +  l)_lm}  =  lC)d'oa9  =  i__LL__; 

Si  cette  valeur  de  q  n'est  pas  un  nor.ibre    entier,  on 
prendra  celui  qui  la  surpasse  immédiatement. 

Maintenant  on  peut  faire  ensorte  que  le  facteur  placé 

au  rang  marqué  par*/,  dans  la  valeur  de  -—  ,   devienne 

Mu 

égal  à '■ —  ;  il  suîTit  pour  cela  de  poser  l'équation 

rmn  -\-  m  —  (  q  —  1  )  n         m  -\-  i 
rmn  —  rm  ■+■  qm  m 

et  de  déterminer  r  en  conséquence.  Cette  équation ,  qui 
revient  à 

rmn  -+•  rn  —  {q  —  \)n 


=  m+i; 


m  —  r  -p-  9 

donne 

r=q+*nT*>  r{m^n)=\q^q-~-\Çm+n). 

Par    cette  valeur  de   r  les  q  —  i    facteurs   pris    sur 

ii     i     M                      •■»+n    , 
la   gauche  de  celle  de  y  }  surpassant qui  est 

égal  à  celui  du  rang  q  ,  le  produit  des  premiers  mul- 
tipliés par  ce  dernier  ,  surpassera  nécessairement 

4 
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/m  -f-  i\^  c'c,t_à-dire  le  nombre  c  ;  enfin  les  factet 

qui  suivent  étant  tous  >  i  ,  le  produit  complet,  ou  la 

valeur  de  — ,  surpassera  à  plus  forte  raison  le  nombre  c. 

Par  ce  qui  précède,  on  a  donc  déterminé  le  nombre  /•, 
de  manière  qu'en  élevant  le  binôme  m  -+-  n  à  la  puis- 

M 
sance  marquée  par  r  (  m  -f-  n  ) ,  le  rapport   —     sur- 
passera tel  nombre  donné  qu'on  voudra. 

Pour  traiter  de  même  le  second  rapport  -p ,  il  sufii- 

ra ,  suivant  la  remarque  qui  termine  le  n°  29  ,  de 
changer  m  en  n ,  et  réciproquement  ,  dans  les  for- 
mules précédentes  ,  ce  qui  donnera 


W 


le 

c*  1  —   l(„  +  1  )  —  1/j  * 


Lorsque  cette  valeur  de  r  différera  de  la  précédente, 
ce  qui  aura  lieu  presque  toujours ,  il  faudra  employer 
la  plus  considérable  des  deux  qui  rendra  en  menu 
tems 

TetT>c' 

32.  En  partant  de  ce  qui  vient  d'être  établi  dans  les 
n°*  précédons  ,  Jacques  Bernoulli  faitvoir  que  la  somme 
des  r  termes  compris  entre  M  et  L  inclusivement,  peut 
être  rendue  aussi  grande  que  l'on  voudra  par  rapport  à 
la  somme  de  r  termes ,  pris  sur  la  gauche  de  L ,  ou 
en  allant  ver*  ls  premier  terme  du  développement.  En 
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<ffet,  si  l'on  désigne  par  F,  G,  H,  etc.  les  termes  compris 
entre  Met  L  en  allant  de  M  à  L,  puis  par  P,  Q,  R,  etc. 
les  termes  qui  précèdent  L  en  allant  vers  le  premier 
terme  mr'n^(n ,  comme  le  rapport  des  termes  consécu- 
tifs du  développement  dont  il  s'agit ,  croît  en  allant 
ver*  la  gauche ,  à  partir  de  M  (27] ,  on  aura 

M_       L     F       P      G        Q 

F<  P>  g  <  q>  H      R»  etc- 

.    ,  M    .  F     .  G    ^  H 

L  ^  P  ^  Q  ^  H' 

M 

et  par  conséquent — ^ 

F  G  H 

P  -f  Ç  -h  /?  +  etc.    "  =  P~+A?  +  4  +  etc- 

Il  suit  de  là  que  la  valeur  de  r  qui  rend  -y  >  c  , 

/-< 
rendra  à  plus  forte  raison 

F  +  G  -h  /f  -f  etc. 


P  -f-  Q  -f-  /*  -f  etc. 
et 


>c, 


F4-C-f-//+etc.  >c  (F-fÇ-ffl-f  etc.) 

Or  le  terme  M  affecté  de  mTmnrn ,  en  a  ni  avant  lui  ; 
//,  pris  r  places  avant  il/,  a  par  cette  raison  m  —  r 
ou  r  (n  —  î  )  termes  avant  lui,  qui  pourront  être  par- 
tagés enre  —  1  groupes  composés  chacun  de  r  termes 
dont  la  subordination  sera  la  même  que  celle  qui  vient 
d'être  indiquée  entre  les  termes  F,  G,  etc.  placés  sur  la 
gauche  de  M  jusqu'à  L  ,  et  les  termes  P ,  Q}  etc.  placés 
à  la  gauche  de  L  dans  le  groupe  commençant  à  ce  der- 
nier. Si  donc  on  prend  c  =  ï(ji  —  1)  ,  ce  qui  donnera 

F-f  G+H -f- etc.  >/(ra  — i)(P-f-Ç+iR  +  etc.) 


52  TRAÏTl':    ÉLÉMENTAIRE 

le  premier  groupe  ,  dinsé  par  i,  surpassera  le  second 
pri>  (n  —  i  )  fols  ,  c'est-à-dire  autant  de  fois  qu'il  \  i 
de  groupes  desquels  chacun  est  plus  petit  que  celui 
qui  le  précède  à  partir  de  M  :  il  est  donc  vrai  que  ce 
premier  groupe  surpassera  au  moins  i  fois  la  somme  de 
tous  les  autres. 

On  prouverait  de  même,  en  posant  c  r=  i(m —  i)  , 
que  la  somme  des  termes  pris  depuis  M  exclusivement 
jusqu'à  L' ,  surpasserait  z'fois  les  m  —  i  groupes  de  r 
termes  compris  depuis  U  jusqu'au  dernier  terme  sur  la 

M 

droite  du  développement ,  si  -y,  ^  i  (m  —  i  )  *,  et  puis- 

La 

que  rien  ne  limite  la  grandeur  de/,  la  somme  des 
termes  compris  depuis  L  jusqu'à  U  inclusivement  , 
pourra  donc  être  rendue  aussi  approchante  qu'on  vou- 
dra de   la  valeur   totale   du    développement   de 

(m  -f-  /z)r(nH-n)  :  donc  enfin  il  sera  possible  de  rendre 
aussi  voisine  de  l'unité  qu'on  voudra  ,  la  valeur  de 
J  expression 

Amrm+rrcrn-r •+-  XTrim-TnTn+T , 

qui  donne  la  probabilité  de  n'avoir  pas  plus  de  r(m  ~f- 1  ) 
et  pas  moins  de  r(m  —  i  )  événemens  A ,  sur  7~( m-{-n ) 
épreuves ,  et  que  par  conséquent  le  rapport  du  nombre 
des  répétitions  de  A  au  nombre  total  d'épreuves ,  sera 
compris  entre  les  limites 

m  -f-  i  m  —  ï 

et 


M  -f-  n  m  -\-  n 

33.  Ces  fractions  ,  quoique  déterminées  en  apparence, 
peuvent  représenter  des  limites  aussi  resserrées  qu'on 
voudra  ;   car  si  on  fait  m  •=.  sm  ,  n  =5  sn' ,  elles  de- 
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viendront 


/       3 


,  m'  -| ,  m  —  - 

sm   -f  i  o>-        sut    —  *  s 

s  {ni'  -j-  »')  m'  -f-  /i"    *("^  -f-  ll  )  m'  -f"  ^ 

on  aura  en  même  terni 

r  (  m  -f-  70  —  7'^  (  **'  -f"  n'  )  > 

et  l'expression   de  la  probabilité  indiquée  dan3  le  nu- 
méro  précédente  prendra  la  forme 

Xmr5m'+rn'T:n'—r -f-  >!m'rsru'-rn,rin'-¥T 


on  v  supprimant  le  facteur  $'("»» '+-»')    commun  au  nu- 
mérateur et  au  dénominateur. 
On  passerait,  au  contraire,  à  des  limites  moins  resser- 

/  ni  7i       ,,    ,    .,      ,     , 

îves ,  en  posant  m.-=.  — -,  71  =  --,  dou   il    résulterait 

s  s 

m-f-i  tri  -\-  s  m  —  i  m    —  s 


n  m  -f-  n  m  -f-  n         m  -f-  n 

et. 

r  (  m  -1-  rc  )  =  ■*-(  m  -f-  n'  ). 

54-  Jacques  Bernoulli  applique  ses. formules  au  cas 
où  m  =  5 ,  n/  =  2  ;  il  pose  d'abord  m  ^=  5o^ 
n  =  20 ,  et  cherche  le  nombre  d'épreuves  nécessaire 
pour  avoir  une  probabilité  au  moins  égale  à  -j-lf-J  quo 
le  rapport  du  nombre  de  répétitions  de  A  au  nombre 
des  épreuves,  sera  renfermé  dans  les  limites  j£  et  -3-I- 
Dans  cet  exemple  ,  il  faut  faire  i=  icco;  substituant 
alors ,  dans  les  formules  du  n°  oi  }  i(n  —  1)  à  c  }  pour 
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i^s  tenoei  de  Ma  L,  il  en  résulte 

'a  =-        **(»— .0        _  42787556  t 

1  (  m  -f-  1  )  —  lm.  1^24^3 

r {m  +  n)  =  9  (m-f  n)  +  7^"-"  (m  +  »)  <  24728  , 

TJl  -J-   1 

et  posant   c  =x  /(m —  1)  pour  ceux  de  M  à  //,  il   vient 

M  (m  —  1  )  446s3q8o 


1  (n  -f-  1  )  —  \n  21189e 


<2ii  , 


r  (m  +  ")  —  <7  C71  "f-  «)  -f-  - — : (n*  -+-  n)  =  a555o  : 

/i  -f-  1 

ce  dernier  nombre  étant  le  plus  fort,  est  celui  qu'il  faut 
adopter  ;  ainsi  en  embrassant  2555o  épreuves  ,  la  pro-» 
habilité  des  limites  §3  et  J|  surpassera  7H7. 

Jacques  Bernoulli  a  déterminé  aussi  les  nombres  d'é- 
preuves correspondais  à  des  probabilités  au  moins 
égales  à  7^37  ,  |'"m  i  et  pour  ces  nombres  ,  qui  s'ob- 
tiennent  en  faisant 

i  =  îocco  ,     ï  as  100000  , 

il  trouve 

3ia58    et   38966, 

ce  qui  fait  voir  déjà  que  la  probabilité  augmente  plug 
rapidement  que  le  nombre  des  épreuves  :  celui-ci  croît, 
dans  l'exemple  actuel ,  par  des  différences  constantes 
et  égales  à  5708. 

35.  Si  la  probabilité  que  le  rapport  du  nombre  des 
répétitions  de  l'événement  A  au  nombre  des  épreuves 
sera  renfermé  entre  les  limites 

m  -f-  1  m  —  1  sm'  -f-  *  sni  —  1 

et    — - —    ou    — ; — r—. 77     et 


7/i 4" »  m "f- n  s(m  -\-  ri)  6 ; ( m*  -f-  "  ) 
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peut  être  rendue  aussi  approchante  qu'on  voudra  de 
l'unité ,  à  plus  forte  raison  en  sera-t-il  de  même  de  la 
probabilité  que  ce  rapport  ne  sera  pas  moindre  que 


m. —  i  sm 

ou 


m  -f-  n  s  {m    -f-  n  ) 

puisque  pour  obtenir  la  dernière  de  ces  probabilités , 
il  faudra  joindre  aux  termes  employés  à  former  la  pre- 
mière tous  ceux  qui  précèdent  *mTmJrTnrtl~r  ,  c'est-à- 
dire  ,  comparer  avec  le  développement  de  (m-f-rc)r(-rn~*"'i-), 
la  somme  de  tous  ses  termes  depuis  le  premier,  mrm'Jrrnf 
jusqu'à  x'mrm~Tnrn~hT  inclusivement. 

Conséquences  de  la  Probabilité  mathématique. 

56.  J'ai  exposé  dans  les  Notions  préliminaires ,  com- 
ment celle  de  la  probabilité  s'établissait  dans  notre 
esprit,  par  l'influence  de  la  répétition  des  jugemens 
favorables  à  la  production  du  même  événement ,  in- 
fluence à  laquelle  il  est  impossible  d'échapper  lorsque 
cette  répétition  a  lieu  un  grand  nombre  de  fois  ;  ensorte 
qu'il  en  résulte  une  probabilité  mathématique  très-voi- 
sine de  l'unité  ;  et  j'ai  dit  en  même  tems  que  le  calcul 
rattachait  à  ce  cas  celui  d'une  probabilité  beaucoup 
plus  faible  (5).  C'est'  en  effet  où  conduit  la  proposition 
de  Jacques  Bernoulli  (3o),  ainsi  que  l'a  fait  voir  Con- 
dorcet ,  en  discutant  avec  beaucoup  de  sagacité  ,  et 
des  intentions  bien  louables,  dans  l'excellent  di»cour3 
préliminaire  de  son  Essai  sur  l'application  de  l'ana- 
lyse à  la  probabilité  des  décisions ,  la  nature  de  la 
probabilité.  Il  a  réduit  cette  théorie  aux  trois  propo- 
rtions suivantes. 

i°.  Si  la  probabilité  d'un  événement  surpasse  | ,  il  y 
a  lieu  de  croire  que  cet  événement  arrivera  ,  plutôt  que 
de  croire  qu'il  n'arrivera  pas. 
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a°.   Plus  cette  probabilité  augmente,  plus  le  motif 
de  croire  augmente, 

3°.  //  croît  proportionnellement  à  cette  probabilité, 
(  /  oyez  pag.  yij  du  Discours  ciré  plus  haut.  ) 

57.  La  premiers  découle  immédiatement  de  la  pro- 
p  --îion  de  Bernoulli  ;  car  puisqu'en  multipliant  autant 
au  il  .si  ra  nécessaire,  le  nombre  des  épreuves,  on 
|M  ot  atteindre  à  une  probabilité  aussi  voisine  de  l'u- 
nité qu'on  voudra  ,  que  le  rapport  du  nombre  des 
repétitions  d'un  événement,  au  nombre  des  épreuves , 
sera  renferme  dans  des  limites  aussi  voisines  qu'on 
M'iidrade  sa  probabilité;  il  est  démontré  par  là  que 
si  cette  dernière  est  tant  soit  peu  au-dessus  de  J', 
il  deviendra  ainsi  probable  qu'on  le  voudra,  que  le 
nombre  de  répétitions  de  cet  événement  surpassera  la 
moitié  du  nombre  des  épreuves  :  <es  répétitions  seront 
donc  plus  fréquentes  que  celles  de  l'événement  con- 
traire ;  on  sera  donc  forcé  de  lui  assigner  une  plus 
grande  possibilité;  et  cette  possibilité  ,  le  calcul,  en  la 
rainant  dériver  de  la  probabilité  simple  de  l'événe- 
ment, en  appuie  la  conséquence,  c'est  -  à  -  dire  la 
iréquente  répétition  du  même  événement,  sur  une  pro- 
babilité qu'on  peut  rendre  de  plus  en  plus  grande. 

Concevons  .  par  exemple,  un  événement  dont  la  pro- 
babilité soit  %%±  ;  en  la  transformant  dans  la  fraction 
équivalente  ~l°Q  ,  on  pourra  ,  par  le  n°  34,  calculer  le 
nombre  d'épreuves  suffisant  pour  porter  à  7-^^:77  la 
probabilité  que  cet  événement  n'arrivera  pas  moins  de 
IC09  fois  sur  2000.  Sa  supériorité  sur  l'événement 
contraire  ,  quoique  fort  petite  en  elle-même  ,  puisqu'il 
n'a  qu'une  chance  de  plus  en  sa  faveur  dans  un  nom- 
bre total  de  200,  sera  néanmoins  établie  sur  une  pro- 
babilité égale  à  celle  de  tirer  u^e  boule  blanche  d'une 
urne  qui  en  contiendrait  un  million  de  cette  couleur, 
(  [  une  seule  noire. 
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C'est  donc  sur  un  calcul  rig  ureux  que  sont  fondées 

l'assertion  par  laquelle  se  termine  le  n°  5  ,  et  l'accep- 
tion donnée  dons  le  n°  q,  au  tûot  probable.  La  circons- 
tance que  ce  mot  exprime  est  en  effet  bien  digne  de 
remarque,  pirsque  tou»  partage  inégal  dans  le  nombre 
de»  chances  d'un  hasard  quelconque,  établit  dans  la 
répétition  des  dev.x  événemens  contradictoires  une  iné- 
galité dont  à  la  longue  la  probabilité  peut  approcher 
aussi   près  qu'on  le  voudra  de  la  certitude. 

La  crovance  commandée  par  une  telle  probabilité 
établit  donc  la  nécessité  de  croire  à  une  probabilité 
beaucoup  moindre,  et  fixe  en  même  tems  le  sens  et 
la  valeur  du  motif.  Si  dans  chaque  épreuve  considérée 
à  part,  la  probabilité  d'un  événement  l'emporte  peu  sur 
celle  de  son  contraire,  le  motif  de  croire  qu'il  arrivera 
plutôt  que  de  croire  qu'il  n'arrivera  pas,  demeure  très- 
faible,  mais  lorsque  l'on  considère  d'avance  un  grand 
nombre  d'épreuves  ,  le  développement  de  toutes  les 
combinaisons  qu'elles  produisent,  donne  de  plus  en- 
plus,  aux  combinaisons  où  les  événemens  simples  sont  dis- 
tribués dans  de«  rapports  approchans  de  leurs  proba- 
bilités ,  îa  supériorité  sur  toutes  les  autres.  Le  nombre 
des  épreuves  ,  et  par  conséquent  presque  toujours  le 
tems,  entrent  donc  nécessairement  dans  l'évaluation  du 
degré  de  confiance  qu'on  doit  attacher  à  la  probabi- 
lité mathématique.  De  là  vient  qu'il  est  contre  la  pru- 
dence de  s'exposer  sans  nécessité  aux  chances  d'un 
hasard  qu'on  ne  peut  tenter  un  trè--grand  nombre  de 
fois.  Cette  règle  indiquée  par  le  simple  bon  sens ,  prend 
ici  le  caractère  d'une  vérité  mathématique  dont  l'im- 
portance est  fixée  par  le  calcul  ,  et  fournira  dans  la 
suite  les  moyens  d'apprécier  numériquement  et  selon 
nos  vraia  intérêts,  les  diverses  spéculations  qu'on  peut 
taire  sur  les  événemens  incertains. 


TRAITÉ   Y  I  èMERTAlRE 

La  seconde  proposition  (36)  suit  naturellement 
de  ce  qui  vienl  dï-tn-  dit.  Le  motif  de  croire  à  la  pro- 
duction d'un  événement  doit  augmenter  avec  la  proba- 
bilité de  cet  événement;  car  lorsque  celle-ci  croîtra, 
il  faudra  moins  d'épreuves  pour  obtenir  une  très- 
grande  probabilité  que  le  rapport  du  nombre  des  ré- 
pétitions de  l'événement  au  nombre  total  des  épreuves, 
ne  tombera  pas  au-dessous  d'une  limite  donnée  ;  ou  , 
si  l'on  considère  le  Blême  nombre  d'épreuves  et  l*r 
m^me  limite,  on  obtiendra  u  ;e  plus  grande  probabi- 
lité de  cette  limite  ;  ou  enfin  le  nombre  des  épreuves 
restant  le  même  ,  la  même  probabilité  répondra  à  une 
limite  plus  élevée  ,  c'est-à-dire  qu'elle  indiquera  un 
plus  grand  nombre  de  répétitions  de  l'événement  dé- 
signé, et  par  conséquent  une  plus  grande  possibilité 
dans  sa  production,  par  suite  de  l'augmentation  de  sa 
probabilité  simple. 

5().  Quant  à  la  troisième  proposition  (56),  elle  semble 
asfea  évidente  par  elle-même  dès  qu'on  a  reconnu  que  le 
motif  de  croire  à  la  production  d'un  événement  augmente 
avec  sa  probabilité,  et  qu'on  admet  que  ce  motif  est 
f  >ndésur  larépétition  des  jugemens  de  possibilité  (6,  7). 
Elle  peut  aussi  se  déduire  immédiatement  des  calculs  de 
Jacques  Bernoulli  ;  car  i°,  puisque  dans  un  nombre 
quelconque  d'épreuves,  le  plus  probable  des  événement 
composée  est  celui  où  chaque  événement  simple  se  trouve 
répété  proportionnellement  à  sa  probabilité ,  2°  qu'en, 
multipliant  les  épreuves  ;  on  peut  rapprocher  autant 
qu'on  le  voudra  de  l'unité,  la  probabilité  que  h' rap- 
port du  nombre  des  répétitions  de  cet  événement  au 
nombre  des  épreuves  s'écartera  de  moins  en  moins  de 
sa  probabilité  ,  c'est-à-dire  du  rapport  du  nombre  des. 
jugemens  favorables  à  sa  production ,  au  nombre  total 
des  jugemens  portés  *ur  tout  ce   que  peut  amener  le 
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hasard  dont  il  s'agit  (G)  ,  il  est  naturel  de  prendre  ce 
dernier  rapport  pour  mesurer  la  possibilité  de  l'événe- 
ment désigné  ,  ou  pour  éva'uer  le  motif  de  croire 
à  sa  production  ;  et  on  y  est  forcé  dès  qu'on  accorde, 
l'influence  qu'une  probabilité  très-grande  doit  exercer 
jur  notre  opinion. 

4o.  C'est  en  considérant  îa  liaison  mathématique  éta- 
blie par  les  lois  des  combinaisons,  entre  la  probabilité 
d'un  événement  et  le  nombre  de  ses  répétitions  à  mesure 
qu'on  en  multiolie  les  épreuves,  que  Jacques  Bernoulli 
conçut  le  premipr  la  possibilité  de  faire  servir  d'une  ma- 
nière incontes+able,  l'observation  des  événemens passés 
à  la  détermination  des  événemens  futurs  ,  et  de  donner 
ainsi  au  calcul  des  probabilités  un  but  bien  autrement 
important  que  celui  de  régler  la  conduite  des  joueurs , 
pour  lequel  il  avait  d'abord  été  inventé  (*).  Bernoulli 
compara  les  événemens  dont  la  cause  est  inconnue  , 
aux  tirages  répétés  dans  une  urne  contenant  un  nombre, 
inconnu  de  billets  blancs  et  de  billets  noirs  ,  mais  qui 
demeurait  le  même  ,  parce  qu'après  chaque  épreuve 
on  remettait  dans  l'urne  le  billet  qui  en  avait  été  tiré  , 
hypothèse  fondée  sur  ce  que  le  nombre  total  des  évé- 
nemens naturels  pouvant  être  regardé  comme  infini,  ne 
diminue  pas  sensiblement  par  l'arrivée  d'un  petit  nombre 
de  ces  événemens.  Il  se  proposa  en  conséquence  cette 
question  :  Chercher  si,  en  augmentant  sans  cesse  le 
nombre  des  observations ,  on  faisait  croître  la  proba- 
bilité d'obtenir  le  vrai  rapport  entre  le  nombre  de  cas 


(*)  C'est  l'ol>j"et  de  la  IVe  Partie  de  YArs  conjectandi.  Cet  ou- 
rrap;e  posthume,  imprimé  en  17 13 ,  contient  dijh  les  principaux 
fondemens  de  la  philosophie  du  calcul  des  probabilités,  mais  elle  y 
est  demeurée  presqu'ensevelic  ,  jusqu'il  .ce  que  Condoixct  Tait  rap.- 
jiclcc,  perfectionnée  et  «tendue. 
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dans  lesquels  un  événement  peut  arriver,  et  les  ras 

contraires  .  tnsorie  que  cette  probabilité  surpassât  un 
ré  de  certitude  donné  (*)  ?  Il  retint  pendant  vingt 
dans  si  m  porte-feuille  la  solution  de  ce  problème 
qu'il  regardait  comme  le  plus  difficile  et  le  plus  im- 
portant de  ceux  qu'on  pouvait  se  proposer  sur  cette 
matière.  Quant  à  son  utilité,  les  considérations  précé- 
dentes me  semblent  déjà  suffire  pour  la  mettre  hors  de 
doute  ;  mais  Bernouili  la  portait  encore  plus  loin  , 
puisqu'il  avait  pour  but ,  comme  le  montre  l'énonce 
ci-dessus ,  d'arriver  à  connaître  la  probabilité  des  faits 
d'après  les  observations  seulement,  c'est-à-dire  à  pos~ 
teriori  ,  afin  d'appuyer  sur  l'autorité  du  calcul  les  in- 
ductions qu'on  peut  tirer  de  la  répétition  des  phéno- 
mènes. A  la  vérité,  il  confondait,  ainsi  qu'on  le  verra 
dans  la  seconde  section  de  ce  Traité  ,  la  manière  d'é- 
valuer les  probabilités  à  posteriori  avec  leur  détermi- 
nation à  priori ,  ou  par  la  connaissance  des  combinai- 
sons; mais  la  différence  des  résultats  de  ces  deux  procédés 
diminuant  d'autant  plus  que  le  nombre  des  observa- 
tions est  plus  grand  ,  on  peut  se  servir  de  ceux  de  l'un 
pour  faire  entrevoir  ceux  de  l'autre. 

En  effet  les  formules  de  Bernouili  montrant  que  dans 
une  longue  suite  d'épreuves  du  même  hasard  ,  la  dis- 
tribution des  événemens  simples  tend  sans  cesse  à  se 
rapprocher  du  rapport  indiqué  par  leur  probabilité  , 
déterminent  ainsi  avec  une  probabilité  de  plus  en  plus 
grande  la  condition  de  l'urne   d'où  sortent  les  événe- 


(*)  L'expression  un  degré  de  certitude,  reenc  dans  le  langage 
ordinaire,  ne  nie  paraît  pas  trè.vexaete  ;  mars  Bernouili  s'en  est 
servi  comme  équivalant  à  la  probabilité  qui,  étant  une  fraction, 
tandis  que  l'unité  représente  la  certitude,  ct>t  pour  ainsi  dire  une 
portion  de  celle-ci. 
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mens  observés,  et  lient  à  des  probabilités  très-voisi 
de  l'unilé  les  nombreuses  répétitions  du  mémo  évéroë- 
nient,  ensorte  que  la  croyance  au  retour  de  cet  évé- 
nement est  commandée  par  le  calcul  comme  par  l'ha- 
bitude ,  mais  alors  sur  des  motifs  de  valeurs  comparables. 
4i.  En  insistant,  comme  je  viens  de  le  faire  ,  sur  les 
notions  précédentes  de  la  probabilité,  Condorcet  crut 
devoir  rappeler  qu'il  n'y  a  pourtant  u  aucun  rapport  di- 
n  rect  et  nécessaire  entre  la  probabilité  d'un  événement 
»  et  sa  réalité  »  (voy.  p.  x  du  Discours  cité  p.  55)  ; 
et  pour  le  prouver  il  observe  que  quoique  le  sort  eût 
déjà  prononcé  sur  un  événement,  il  ne  sortirait  pas 
du  domaine  de  la  probabilité  à  l'égard  de  toute  per- 
sonne qui  ne  connaîtrait  que  la  condition  du  jeu  qui 
l'a  produit,  et  qui  serait  restée  dans  l'ignorance  du 
fait  arrivé.  Si,  par  exemple,  d'une  urne  contenant 
loooo billets  blancs  et  i  noir,  on  extrait  un  billet,  et 
qu'après  en  avoir  reconnu  la  couleur,  on  le  replie 
pour  le  montrer  à  quelqu'un  qui  n'était  pas  présent  au 
tirage  ,  cette  personne  ne  pourrait  affirmer  autre  chose 
sur  ce  billet,  sinon  qu'il  y  a  une  probabilité  ]°°°°  qu'il 
est  blanc  ,  et  seulement  une  probabilité  —777  qu'il  est 
noir  ;  néanmoins  l'un  de  ces  deux  événemens  est  certain 
pour  les  personnes  qui  ont  déployé  le  billet  en  le  sor- 
tant de  l'urne  :  ainsi  un  événement  certain  pour  ces 
personnes,  peut  n'avoir  qu'une  très-petite  probabilité 
pour  la  première.  L'ignorance  du  fait  introduit  ici 
la  probabilité  à  la  place  de  la  certitude  ,  et  laissant 
l'esprit  dans  le  même  état  où  il  se  trouvait  avant 
la  décision  du  sort,  le  jugement  ne  saurait  être  pcn*fé 
que  sur  la  connaissance  des  conditions  de  l'urne.  Mais 
ce  que  Condorcet  n'a  point  fait  remarquer,  c'est  que  , 
soit  qu'on  fasse  prononcer  ce  jugement  avant  ou  après 
îes  tirages  ,  s'ils  sont  exécutés  avec  fidélité  ,  la  per- 
sonne   qui  ne    les    aura    pas    vus ,  aura    toujours    la 
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même  probabilité  de  ne  pas  se  tromper  sur  un  nombfe 
donné  de  jugement  ,  dans  un  nombre  donné  de  tirages; 
enaorte  que  la  liaison  de  la  probabilité  avec  la  ré- 
pétition tus  événement  ,  conserve  toute  sa  force  danï 
ce  cas  comme  dans  les  autres  ;  et  c'e^t  vraiment  sur 
cette  liaison  que  reposent  toutes  les  applications  légi- 
times du  calcul  des  probabilité-.. 

42.  Avant  de  terminer  ces  remarques,  je  rappellerai 
que  lorsque  les  diverses  chances  d'un  jeu  sont  rigoureu- 
sement d'une  égale  possibilité ,  tant  par  la  construction 
des  instrurnens  aléatoires  que  par  la  manière  de  s'en 
m  rvir ,  les  événement  passés  ne  sauraient  avoir  aucune 
influence  sur  les  événemens  futurs.  Si  cependant ,  d'après 
«les  épreuves  réitérées  on  aperçoit  une  fréquence  marquée 
dans  l'apparition  de  certaines  chances  ,  il  y  a  lieu  de 
penserque  la  constitution  de  l'instrument ,  ou  l'habitude 
de  celui  qui  l'emploie  ,  détermine  cette  fréquence  ;  mata 
la  recherche  de  sa  probabilité  rentre  dans  celle  des  pro- 
babilités à  posteriori. 

Lorsqu'on  a  lieu  de  soupçonner  d'avance  quelqu'iné- 
galité  de  ce  genre,  il  est  tout  naturel  d'attendre  plutôt 
la  répétition  de  l'événement  qui  s'est  offert  le  premier, 
puisqu'on  doit  croire  plutôt  à  l'arrivée  du  plus  pro- 
bable qu'à  celle  de  l'autre-,  il  n'est  pas  plus  diflicile  d'a- 
percevoir que  toute  inégalité  entre  les  probabilités  doit 
favoriser  les  répétitions  du  même  ;  ce  n'est  là  qu'une 
conséquence  de  la  proposition  de  Bernoulli,  que  le 
bon  sens  indique  suffisamment;  mais  l'appréciation 
de  l'eiTet  de  cette  inégalité  se  fait  d'une  manière 
très-simple  ,  ainsi  qu'il  suit. 

Soit  e  la  probabilité  exacte  qu'aurait  un  événement  A , 
d'après  les  conditions  du  jeu  qui  le  produit,  et  e  la  dif- 
férence en  plus  ou  en  moins  entre  cette  probabilité  et  celle 
tjui  a  lieu  réellement  ;  la  probabilité  d'amener  11  fois  cet 
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événement  étant  en,  deviendra  (e-f-  e)n,  si  l'erreur  est  par 
excès  ,  et  (e  —  c  )n  si  c'est  par  défaut  :  mais  m  l'on  sait 
seulement  que  l'inégalité  existe ,  sans  savoir  dans  quel 
sens  elle  se  trouve  ,  et  qu'on  regarde  comme  également 
probable  qu'elle  soit  additive  ou  soustractive ,  on  aura 
pour  la  répétition  de  l'événement  A  dans  la  premier» 
hypothèse^  («  -+-  e)n,  dans  la  seconde  *(e — /f,  et 
pour  la  probabilité  totale 

2  2  1.2 

w(yi-0(yi-.fl)(,l.-5) 
^  1.2.3.4  ^eic-> 

développement  dont  tous  les  termes  sont  additifs;  ainsi 
cette  probabilité  surpasse  la  probabilité  primitive  e*.  On 
trouverait  un  semblable  résultat  pour  la  probabilité  de 
la  répétition  de  l'événement  contraire  t  exprimée  alors 
parle  développement  de  i  (f — e)n  -j-{  (/*-+■  O"- 

L'augmentation  qui  a  lieu  dans  ce  cas  pour  l'une  et 
pour  l'autre  de  ces  probabilités  est  prise  sur  celles  des 
événemens  composés  du  mélange  des  deux  événemens 
contradictoires  :  cela  peut  se  voir  aisément.  Dans  le  cas 
de  deux  épreuves ,  par  exemple  ,  la  probabilité  2e/* d'a- 
mener la  combinaison  AB  se  change  en 

I  .  2(,+e')(/_./)+I.2(e_eO(/+e')=2./-2e^(^. 

Questions  pour  servir  d'exemples  de  la  détermination 
à  priori  des  probabilités. 

43.  Montmort  dans  son  Analyse  des  Jeux  de  hasard p 
et  ensuite  Moivre  dans  ^Doctrine  of  Chances  (**),  ont 

(*)  Ces  dernières  remarquas  sont  tirées  de  la  Théorie  analytique 
des   ProbaùHités  ,  par  M.  L.:plar-e,  p.  it>5 — 186. 

(**)  Le  premier  de  ces  ouvrages  a  eu  deux  éditions  ,  la  dernière 
est  de  !7ï3;  le  second  ouvrage,  écrit  eu  anglais,  a  eu  trois  édi- 
tions dont  la  dernière  est  de  175G. 
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résolu  un  grand  nombre  de  probleni  >  sur  les  ietix  de 
hasard;  mais  ;1  'entre  point  dans  lepla  queji  m»' suis 
tracé  ,  de  i  r  beaux   n  >  sur  re  de  questions , 

p.irce  que  la  plupart  eX  rivient  d'assez  grandi  détails 
pour  faire  connaître  les  conditions  des  jeux  qu'elles  con- 
œrnent,  et  que  d'ailleurs  une  partie  de  et  s  ieux  est 
passée  de  mode  ,  ou  inconnue  à  pfe:?q,ie  toutes  les  per- 
sonnes qui  consacrenl  leur  terni  à  lY'ude.  Les  exemples 
que  je  crois  nécessaire  d'ofTYir  à  mes  lecteurs,  seront 
donc  des  problèmes  tenant  à  des  c<  mbi  aisons  simples 
ou  susceptibles  d*être  énoncés  en  termes  généraux,  et 
choisis  pour  donner  une  idée  des  divor-.  pr  cédés  de  cal- 
cul employés  dans  cette  branche  dos  mathématiques. 

Soit  proposé  d'abord  de  déterrai  er  la  probabilité 
qu'en  prenant  au  hasard  dans  un  tas  compote  de  m 
pièces,  on  en  ôtera  un  nombre  pair  nu  un  nombre  impair? 
Cette  question  peut  être  donnée  en  exemple  de  la  nécessité 
de  se  défier  d'un  premier  aperçu.  Ne  serait-il  pas  naturel 
en  effet  de  penser  que  sa  solution  ne  dépend  que  de  la 
quantité  de  nombres  pairs  et  de  nombres  impairs  compris 
entre  i  et  m  inclusivement.  Si  m  était  5,  par  exemple, 
comme  il  y  aurait  3  nombres  impairs  î,  5,  5,  et  seule- 
ment 2  nombres  pairs  2,  4  >  on  dira-;  que  les  probabi- 
lités sont  J  pour  les  premiers  et  |  pour  les  seconds  ;  et 
si  m  était  égala  4>  comme  on  aurait  alors  2  nombres 
impairs  et  autant  de  pairs ,  les  deux  probabilités  seraient 
égales  à  J  ou  J. 

Il  nen  est  pourtant  pas  ainsi  -,  car  en  considérant  la 
chose  avec  attention  ,  on  voit  que  c'est  suivant  les  di- 
verses manières  dont  elles  peuvent  se  combiner  les  unes 
avec  les  autres ,  que  le-,  pièces  d'un  tas  viennen*:  sous  la 
main  ,  et  non  pas  d'après  les  diverses  manières  de  par- 
,r  en  deux  parties  le  nombre  des  pièces  de  ce  tas. 
Pour  le  montrer  nous  désignerons  ces  pièces  parles  lettres 
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<7,  bt  c,  d;  elles  pourront  se  combiner  en  nombre  im- 
pair, soit  1  à  î  ou  3  à  3,  ce  qui  fournira  les  8  combi- 
naisons 

a,  bt  c,  d,  abc,  abd ,  acd,  bcd , 

et  en  nombre  pair  ,  soit  2  à  2  ou  les  4  ensemble  ,  ce  qui 
fournira  les  7  combinaisons 

ab}   ac ,  ad,   bc ,   bdt  cd,  abcd. 

Chacune  de  ces  combinaisons  pouvant  tomber  égale~ 
ment  sous  la  main  ,  il  en  résulte  que  la  probabilité  pour 
prendre  un  nombre  impair  de  pièces  est  ■&*  et  seulement 
7^  pour  un  nombre  pair. 

Maintenant  si  on  se  rappelle  que  les  coefïiciens  des 
termes  du  développement  de  (x  -f-  a)m}  à  partir  du  se- 
cond terme,  donnent  le  nombre  des  combinaisons  de 
m  choses  prises  1  à  1 ,  2  à  2  ,  3  à  3 ,  etc. ,  on  aura 

m    ,   m  (m — 1)  (m  —  2)   , 

-  H \ '-f-etc.  =  /, 

1  1.2.3  ■ 

pour  la  totalité  des  combinaisons  en  nombre  impair,  et 

m{m — 1)        m  {m — 1)  (m  —  2)  (m — 3) 

-p  5    ~,  -p  etc.  :=:  Jr 

1 .2  1 .2.O.4 

pour  celle  des  combinaisons  en  nombre  pair.  Après 
avoir  ajouté  ces  deux  expressions ,  il  sera  facile  de 
reconnaître  dans  leur  somme,  tous  les  termes  du  dé- 
veloppement de  (1  -f-  i)m  à  l'exception  du  premier;  d'cù 
il  résulte  que 

/-f  P  =rr  (1  +  i)«—  1  r=2m  —  1. 

En  retranchant  la  première  de  la  seconde ,  on  aura 
P-./==(l  —  1)-—  i  — —1, 
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d\  ù  l'on  conclura  ne 

et  par  conséquent  si  on  représente  par  c  la  probabilité 
d'cUr  du  tas  un  nombre  impair  de  pièces ,  etpary*cell« 
d'en  oter  un  nombre  pair,  on  aura 


=  2m—l   '  f  ~~     2M  —  1 

La  première  de  ces  probabilités  surpasse  toujours  la  se- 
conde ,  mais  leur  limite  commune  est  ~  ,  lorsque  le  nom- 
bre m  est  supposé  infini.  Les  calculs  précédenssont  tirés 
d'un  Mémoire  que  feu  M.  Bertrand  de  Genève  ,  a  pré- 
senté ,  en  1786,  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  ,  et 
qui  n'a  pas  été  imprimé;  la  question  se  résout  aussi  par 
le  calcul  aux  différences.  T'oyez  la  note  II  à  la  fin  du 
présent  ouvrage. 

44-  Les  probabilités  simples  des  chances  de  la  loterie 
de  France  ,  ne  dépendent  que  des  coefliciens  des  2e —  6e 
terme»  du  développement  de  la  puissance  du  binôme;  et 
le  calcul  en  est  si  aisé  que  je  ne  m'y  arrêterai  pas  ici,  devant 
d'ailleurs  v  revenir  pour  comparer  les  mises  avec  les 
gains:  voici  sur  la  même  loterie  un  problème  dont  la  so- 
lution est  un  peu  moins  facile. 

A  chaque  tirage  il  sort  0  des  é)0  numéros  con- 
tenus dans  la  roue  ;  la  probabilité  de  la  sortie  d'un 
numéro  donné  est  donc  -^  ou  —■  ;  on  a  mis  sur  2  nu- 
méros ,  on  demande  la  probabilité  qu'il  en  sortira  au 
moins  1  ?  La  réponse  n'est  pas  -^  \  car  sur  ce  pied  en 
ne  prenant  que  18  numéros  on  armerait  à  -j-J ,  ou  à  la 
ct-rtitude  qu'il  en  sortirait  1  des  ;8,  ce  qui  est  absurde: 
mais  un  tirage  étant  une  combinaison  de  5  quelconques 
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«des  30  numéros  de  la  loterie  ,  peut  avoir  lieu  de 

90.89.88.87.86 

— = — ~ manières  , 

1.2.0.4.5 

parmi  lesquelles  on  a  en  sa  faveur  toutes  celles  qui  ren- 
ferment l'un  des  numéros  sur  lesquels  on  amis,  ou  tous 
les  deux. 

Pour  former  les  premières,  il  faut  prendre  les  com- 
binaisons 4^-4  des  88  numéros  différens  de  ceux  sur 
lesquels  on  a  mis  ,  et  y  joindre  alternativement  chacun 
de  ces  derniers,  ce  qui  donnera 

88.87.86.85  L,  .. 

2. = — - —  combinaisons  ravorables  ; 

1 .2.0.4 

prenant  ensuite  les  combinaisons  3  à  3  des  83  numéros 
déjà  indiqués  ,  pour  y  joindre  à  la  fois  les  deux  sur 
lesquels  on  a  mis ,  on  aura  encore 

88.87.86 


1.2.3 


combinaisons  favorables  : 


divisant  les  deux  dc-nières  expressions  par  la  première, 
et  supprimant  les  facteurs  communs  au  dividende  et 
-au  diviseur,  on  trouvera 

85      ,      2     __    87       _  87        i 


9-89    '   9-89       9-89       8ci       9 

45.  En  raisonnant  de  même  sur  une  loterie  composée 
de  p  numéros  ,  dont  il  en  sort  q  à  chaque  tirage ,  pour  ob- 
tenir la  probabilité  que  sur  .ç  numéros  désignés,  il  en 
sortira  t,  on  formera  d'abord  l'expression  du  nombre  des 
combinaisons  des  p — s  numéros  reslans,  pris  en  nombre 
q  —  t ,  et  qui  sera 

(p  —  s)  (p  —  s  —  1  )  .  .  .  .  (p  —  s  —  (q  —  t)  4-  1  ) 
1.2.0 ((/- -t)  '  '  '' 

5.. 
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considérant  ensuite  que  k->  .?  numéros  désignés,  pris  ert 
nombre  t ,  peuvent  se  combiner  de 

s  (s—i).  ...(5  —  t  +  i) 
1.2.3 t 

manières ,  on  multipliera  cette  dernière  expression  par 
la  précédente  ,  pour  obtenir  le  nombre  de  chances  fa- 
vorables à  1Y\i  mment  désiré.  Quant  au  nombre  total 
des  chances,  ce  sera  celui  des  combinaisons  que  donnent 
les  p  numéros  dont  se  compose  la  loterie,  pris  en  nombre 
q  ,  c'est-à-dire , 

p(p—  Q (p—  <7+  Q, 

î .2.3. . . .q 

la  probabilité  cherchée  sera  donc 

(g— 0(p— *— 0- ••(?—*— (<7—Q+0 

i  .  2 . 3 .  .  .  (q  —  /) 

x  sfr— 0'---Cy— *+0  x  i.2.3...q 

1.2.3...*  p(p— l) (p  —  f-hiY 

formule  qui  peut  se  réduire ,  en  supprimant  les  facteuri 
î  .2.3.  .  <(/7  —  0  ,  dans  le  diviseur  et  dans  le  dividende. 
Si  la  question  ne  portait  pas  sur  la  sortie  d'un  nombre 
précis  de  numéros ,  mais  seulement  sur  ce  qu'il  n'en 
sortit  pas  moins  d'un  nombre  donné  h  ,  il  faudrait  alors 
mettre  successivement  à  la  place  de  t  les  nombres 

h,  h  +  î  ,  h  -f-  2, 

jusqu'à  q,  si  s  >  q ,  ou  jusqu'à  s,  dans  le  cas  contraire. 
46.  Supposons,  par  exemple,  qu'on  ait  pris  18  nu- 
méros ",  en  suivant  la  marche  tracée  précédemment , 
on  trouvera  sans  peine  les  probabilités  ci-dessous  :  d'a- 
bord qu'il  ne  sortira  aucun  de  ces  numéros  , 

-2.71.70.60.68  1.2.3.4.5 

i.2.3.4.r~*  90. 80..88. 87. 86  — °>01û4> 
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ou  qu'il  en  sortira 

72.71 .70.69       18  1.2. 3. 4-5  .    « 

1,"~7Ti^74"'><T><9o.89.88.87.86-054215, 

72.71.70       18.17  1.2.3.4.5  « 

1.2.0  1.2  90. 89. Srf. 87.8b 

_        72.71  l8.i7.l6  1.2.3.4.5  ,    ^ 

1.2  1.2.0  90.89.08.87.86 

.      72       18. 17. 16. i5  1.2.3.4-5  - 

4"  '  -V  x nz-r~  X ô-  00  o     00  =o,oo5o, 

1  1.2.0.4  90.09.88.87.8b 

r         18. 17. 16. i5. 14  1.2.3.4-5 

5. . .      '-    „        - —  X Q      ^  T, — TTc  =0,C002, 

1.2.0.4.0  90.89.88.87.8b 

la  somme  des  cinq  dernières  probabilités  ,  ou,  ce  qui 
est  plus  simple,  l'excès  de  l'unité  sur  la  première  ,  égal 
à  f*0'3\  j  donnera  la  probabilité  qu'il  sortira  au  moins  1 
des  18  numéros  choisis. 

47.  Huvgens ,  l'un  des  premiers  géomètres  qui  se 
soient  occupés  du  calcul  des  probabilités  ,  a  terminé 
l'écrit  intitulé  DeRatiociniis  in  ludo  alece  {Opéra  varicfy 
tome  IV,  pag.  727  )  ,  par  cinq  problèmes  pour  quatre 
desquels  il  n'a  fait  qu'indiquer  les  nombres  de  la  solu- 
tion, et  dans  le  second,  il  n'a  rien  ajouté  à  l'énoncé 
que  voici  :  Trois  joueurs  A,  B,  C,  ayant  réuni 
12  jetons,  dont  4  sont  blancs  et  8  noirs ,  conviennent 
que  celui  d'entr'eux  qui,  les  yeux  bandés,  tirera  lèpre* 
niier  un  jeton  blanc  ,  gagnera.  C'est  A  qui  doit  tirer  le 
premier ,  B  le  second  et  C  le  troisième  ;  on  demande  la. 
probabilité  que  chacun  a  en  sa  faveur?  Cet  énoncé  a 
présenté  deux  sens  differens  à  Montmort  et  à  Moivre  (*) . 


(*)  Voyez  Y  Analyse  des  hasards  de  Montmort,  pag.  36  \,  los 
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Le  premier  croyait  que  le  jeton  tiré  devait  être  remis 
chaque  fois  au  ta-,  afin  que  les  probabilités  notassent 
les  mêmes  dans  toutes  les  épreuves.  Moivre  pensait  le 

Contraire j  et  dans  ce  sens  qui  complique  un  peu  la 
q     -tion  ,  il  l'a  résolue  fort  simplement  au  moyen  des 

probabilités  composées  :  c'est  ce  qu'on  va  voir. 

I  772  le  nombre  des   jetons  blancs   et  n  celui   des 

■  • .    Vu  pi\  mie  r  tirage  où  le  nombre  des  jetons 

de  chaque  complet  ,  il  v  aura  pour  la  sortie 

d'un  jeton  blanc  ,  ce  qui  fait  gagner  A ,  la  probabilité 

m  .  .     „  .  n 

t   et  pour  la  sortie  cl  un  jeton  noir, 


772    ~\-   Jl  L  771    -j-    77 

I  tte  dernière  probabilité  sera  aussi  celle  du  second 
tirage,  dans  lequel  le  nombre,  des  jetons  noirs,  dimi- 
nué de  celui  qu'a  tiré  le  joueur  A  ,  sera  réduit  à  7i —  i. 
En  conséquence  les  probabilités  dans  ce  tirage  seront 

d'amener  un  jeton  blanc, 


77t  -f-  n  —  î 

71 
771  — f—  77   1 


d'amener  un  jeton  noir  ; 


il  faudra  les  multiplier  par  la  probabilité  particulière 
du  tirage  pour  avoir  celles  des  deux  événemens  qui  en 
résultent  (17),   et  cela  donnera  les  probabilités 

71  771  r 

en  laveur  de  B , 


771  -j-    71        771   -f-   71  1 

71  71  l 


contre  B.  ou  celle  du  3e  tirage. 

77Z  ■+-   71        771  -f-  n  1 

Si  B  amène  un  jeton  noir,   il  n'en  restera  plus  au  tas. 
que  71  —  i\   et  en  raisonnant  pour  ce  tirage   comme 


Mhce'lanea  analytica  de  Moivre,  pag.  io£,  et  YArs  conjectandi 
de  Jacques  ïkrnoulii  ,  pag.   5;. 
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pour  le  précédent,  on  trouvera  les  probabilités 

72.(71-— i)  m  ç  «*„ 

en  taveur  de  C  , 


(  tti  -f-  n)  {m  -f-  n  —  1)  '  m  -j-  n  — 


9 


n{n — 1)  72 — 2  _  .,     ,     ^  . 

contre  C,  ou  celle  du  4e  tir. 


(rti-f-/z)  (m-f-« — ij  m+Ji — 2 

Si  C  n'amène  qu'un  jeton  noir,  A  tirera  de  nouveau  , 
du  tas  où  le  nombre  de  jetons  noirs  sera  réduit  à 
n  —  5  '7  il  aura  donc  la  probabilité 

71  (n — 1)  (n — 2)  771  , 

"=-7- . ■=;    dégainer. 

(77i-f-7i)  (m-\-n — 1)  (rn-\-n — 2)     m-\-n — O 

n(n — i)(n — 2)                        n — 3         ,  , 
,     w  ^  . Ti i x  «  — ï 9?   de  perdre. 

En  continuant  ainsi ,  et  pour  abréger  faisant  m-\-n—t  > 
©n  formera  la  suite 

771  TTITI  777  72  (/l 1) 


t  '  r(J  —  i)  '      *(*  —  i)  (f  — 2)  ' 

77177.(77 l)(7Z 2)  777  77(77 l)(72 1)  (jl 3) 


t(t— 1)  (*  — 2)  (t— 3)  '     *(/— OC'— 2)(f-  3)(i— 4) 

77771(77 1)(77 2)(77 3)(72 4) 


/\  » 


«(t— 1)(*— 2)0— 3)(*— 4)C— 5) 


,  etc. 


dans  laquelle  les  1er,  4%  7%  etc-  termes  expriment  les 
probabilités  en  faveur  du  joueur  A  ,  les  2e ,  5e ,  8e,  etc. 
les  probabilités  en  faveur  du  joueur  B  \  eniin  les  3e, 
6e,  9e,  etc.  les  probabilités  en  faveur  du  joueur  C. 
Il  est  visible  que  le  jeu  finit  au  plus  tard  lorsque  le 
nombre  des  jetons  noir*  est  épuisé ,  et  que  la  probabilité 
totale  pour  chaque  joueur  se  forme  en  ajoutant  celles 
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qu  il  a  dan<  chaque  tirage.  Le  calcul  de<  terme*  de  la 
suite  indiquée  devient  1res -facile  quand  on  rapporte 
chaque  terme  à  celui  qui  le  précède ,  comme  je  l'ai 
fait  dans  le  n°  27. 

1    -  nombre!  proposés  par  Huygens  donnant 

m  =  4  >      ?i  =  8  ,      t  =  12  , 

on  trouvera  pour  le  joueur  A ,  la  probabilité 

4    {    4    8.7.6         4    8.7.6  5.4.5   . 


12       12  11.10.9       12  11.10.9.8.7.6' 

pour  le  joueur  B ,  la  probabilité 

A.  A  4.  A.  .  8'.>.6-5         4_    8.7.6.5.4.5.2    , 
12  11         12  11.10.9.8       12  1 1 . 1  o .  9 . 8 .  .7 . 6 . 5  '• 

pour  le  joueur  C  ,  la  probabilité 

4_   8.7       _4_   8.7.6.5.4        4^    8.7.6.5.4.5.2.1 

19    ll.lO  12    H.IO.9.8.7  12    H.IO.9.8.7.6.5.4' 

Réduisant  toutes  ces  fractions  au  dénominateur  com- 
mun, le  plus  simple  qu'elles  puissent  avoir,  les  sommes 
ci-dessus  deviennent  respectivement 

77  55  55 

ib5-'       i65  '       i65; 

48.  Les  épreuves  répétées  que  suppose  le  problème 
dont  je  viens  de  rapporter  la  solution  ,  diffèrent  de 
celles  que  ]  ai  "considérées  dans  le  n°  20,  en  ce  que 
le  nombre  des  chances  diminue  à  chaque  épreuve.  Ce 
genre  de  hasard  ne  peut  être  assimilé  au  jet  des  dés; 
il  revient  au  tirage  dans  une  urne  où  l'on  ne  remet 
point  les  boules  qui  en  sont  sorties.  Les  formules  qui , 
dans  cette  hypothèse ,  remplacent  le  développement  dus. 
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puissances  du  binôme  m  -j-  n  ,  sont  assez  remarquables 
pour  trouver  place  ici ,  et  complètent  ce  qui  a  été  dit 
suc  les  épreuves  répétées. 

Soit  une  urne  contenant  m  boules  blanches,  rc- boules 
noires  ;  si  l'on  désigne  par  A  la  sortie  d'une  boule 
blanche  ,  par  B  celle  d'une  boule  noire  ,  que  pour 
abréger  on  fasse  m  -f-  n  —  t ,  et  que  l'on  ait  soin, 
après  chaque  tirage  ,  d'ôter  i  tant  du  nombre  total  des 
boules  que  du  nombre  de  celles  qui  sont  de  la  cou- 
leur supposée  sortie  à  ce  tirage  ,  on  trouvera  par  le  prin- 
cipe des   probabilités   composées ,   les    suivantes. 

Au   1er  tirage, 

7n  „        n 

pour  A  ,     —  ,     pour  b  ,     -. 

Au  2°  tirage  , 

m(m  —  1)  mn 

P™r  AA  >     ,(,_!)   -    P°ur  AB  ■    W=7i* 

BB  ,     *$*■""?  ,  BA,  nm 


Au  3e  tirage, 
çouvA  A  A,  _7-^_-_,  ^£ ,  _____  5  etc. 


£^/, 


(0^,1)0-**)' 

nm(m — î) 


L'examen  attentif  de  ce  petit  nombre  de  formules 
suffit  pour  faire  connaître  la  loi  suivant  laquelle  se 
composent  toutes  les  probabilités  des  diverses  succes- 
sions des  événemens  A  et  B.  Ici ,  comme  dans  le  n°  21 , 
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les  coefficient  s'introduisent  dans  les  successions  mé- 
langées ,  dès  qu'on  lait  abstraction  de  l'ordre  de* 
é\éiumens   :   la  probabilité  d'obtenir  2  événemens  A 

et  l  événement  b  ,   par  exemple  ,  sera   0 . 

D'après  cette  observation  on  verra  facilement  que  la 
probabilité  d'obtenir,  dans  un  nombre  p  d'épreuves,  p — q 
ru  mena    --/   et    q   événemens   B  ,    sans    distinction 
d'ordre  ,  sera  exprimée  par  » 

p(p—  Q(p— 2) Cp — <y+0  x 

1.2.5 q 

m{m—\)...(m—(p—q)4-i)XTi(n--i)...(n—q-)-i) 

<*-o c-h-o      i; 

49.  La  théorie  des  permutations  et  des  combinai- 
sons est ,  comme  on  l'a  du  voir  dans  la  plus  grande 
partie  de  ce  qui  précède ,  un  des  moyens  les  plus  fé- 
conds pour  résoudre  les  problèmes  concernant  le  cal- 
cul des  probabilités.  Cette  théorie,  servant  de  fondement 
à  la  démonstration  la  plus  élémentaire  de  la  formule 
du  binôme  de  Newton  ,  se  trouve  dans  les  Elémens 
d'Algèbre  ;  mais  on  n'y  partage  qu'en  doux  groupes 
la  totalité  des  lettres  dont  on  cherche  les  arrangemens 
divers  ;  et  pour  s'élever  à  toute  la  généralité  que  le 
sujet  comporte  ,  il  faut  déterminer  ce  qui  doit  arri- 
ver lorsqu'on  partage  en  un  nombre  quelconque  de 
groupes,  le  nombre  de  lettres  donné.  Les  formules 
propres  à  cette  détermination  se  trouvent  dans  le  dé- 
veloppement des  puissances  des  polynômes. 

En  raisonnant  sur  les  produits  des  trinômes 

</ a- £' -f  c' ,    a"4-b"  +  c",    aw-\-b"+  c'\  etc. 


(*)  Cette  formule  1  c'te'  indiquée  par  M.  L.'iplace,  dans  les  Mé- 
moires des  Scu'ans  étrangers ,  t.  VI,  pag.  023. 
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comme  on  la  fait  clans  le  n°  21,  sur  ceux  des  binômes 

'      I         r  h      i      „«  il'      i         m  t. 

m  -\-  n  ,     771    -f-  n   ,      m    -j-  7i  ,   etc.  , 

on  verra  par  les  lois  de  la  multiplication  ,  que  ces 
produits  comprennent  tous  les  arrangemens  qu'on  peut 
faire  des  lettres 

i  7/  /  Il  7  11  II  II)  110  W 

a)o,c,a,b,c,ai    b   ,   c  , 

en  en  prenant  une  dans  chaque  facteur  du  produit.  Il 
suit  de  là  que  si  les  lettres  a,  b,  c,  désignaient  r  - 
pectivement  le  nombre  de  chances  qui  amènent  les 
éVénemens  A s  B,  C,  àlaire,  à  la  2e,  à  la  5e  etc. 
épreuves ,  un  produit  partiel  a  b"  c"  blv,  par  exemple , 
ferait  connaître  le  nombre  de  chances  qui  répondent  à 
la  succession  d'événemens  simples  désignée  par  ABCB. 
Quand  on  supposera  que 

/ ii m  u in 7  m  j  f  n m 

a  =a  —a  ...z=a}  bz=b=b  ...—b  ,  c  =c  —c  ...—cy 
le  produit 

(a'  +  b'  +  c)  (a"  +  b"  +  c")  (aw  +  V  +  c")  etc. 

se  changera  dans  le  trinôme  (a  -}-  b  -f-  c)  élevé  à  une 
puissance  marquée  par  le  nombre  des  facteurs  ,  ou  , 
ce  qui  est  la  même  chose  ,  par  celui  des  épreuves  ;  un 
terme  quelconque  de  ce  produit,  ab"cwbly  devenant  g/32c, 
se  trouvera  répété  autant  de  fois  qu'il  est  possible  de 
former  des  produits  difFérens  contenant  les  lettres  a  et  c 
î  fois  chacune ,  la  lettre  b  ,  2  fois  ,  et  soumises  alter- 
nativement aux  accens  ',  ",  "',  lv  — ,  portés  jusqu'au 
nombre  marqué  par  celui  des  épreuves. 

Soit  n  ce  dernier  nombre  ,  l'expression  du  terme  gé- 
néra) du  trinôme  (a+  b  -f-c)n  étant 

1.2.3 77  t  .         .  •j^ 

aPbicr    si  p  4-  q  -f-  r  =  n  (*) . 

i.2.,.pXi.2„,(/Xi.2...r  ' 

•(*)  Voyez  le  Complément  des  Elémens  d'Algèbre ,  ou  bien 
l'Introduction  placée  à  la  tète  du  premier  \oluuic  du  Traité  du 
Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral. 
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en  a  pour  le  terme  ah 

n  =s  4 ,     p—i,     9  =  2,     r  ==  i  ; 

ainsi  le  coefficient  de  ce  terme  est  12. 

Si  donc  on  fait  abstraction  de  l'ordre  dans  la  sueces— 
ii'  -  I  vénemen-  ,  1"  terme  \Q.abac  ,  dans  Te  dévelop- 
pement de  (a  +  />  -f-  0* ,  exprimera  le  nombre  de 
chances  pour  obtenir,  en  4  épreuves,  les  événemens 
A  et  C  y   chacun  1  fois ,  et  l'événement  B  ,  2  fois. 

Le  coefficient  12,  provenant  de  la  réunion  de  termes 
contenant  4  facteurs  differens  qui  pouvaient  se  par- 
tager en  5  cla-ses  ,  savoir  celle  des  a,  celle  des  bt  et 
celle  des  c,  indique,  dans  la  réunion  de  ces  termes 
qui  lai  —  -  subsister  les  classes  ,  le  nombre  de  manières, 
de  partager  4  choses  en  3  elas-es  ou  groupes  ,  dont  1 
est  composé  de  2  de  ces  choses ,  et  les  2  autres  de  1 
seule. 

De  même  le  terme  général 

1.2.0 n  , 

-     a?fycT 


1 .2.  .  .p  X  1 .2.  .  .q  X  1.2... 

exprime  le  nombre  de  chances  pour  obtenir  sur  un 
nombre  p  -\-  q  -\-  r  d'épreuves,  p  événemens  A  ,  q  évé- 
nemens B  ,  r  événemens  C  ;  et  le  coefficient  qui  mul- 
tiplie à?b*cr ,  indique  le  nombre  de  manières  de  distri- 
buer p  -\-  q  -f-  r  choses  en  3  groupes,  dont  le  1er  en 
comprenne  un  nombre  p,  le  2e  un  nombre  q  et  le  3e  un, 
nombre  r. 

5z.  Cette   dernière    proposition  se    prouve    directe- 
tement ,   en  observant  que  p  -f-  q  -f-  r  choses ,  peuvent 
être    combinées  p   an,    en   un    nombre   de  manières 
;  à 

(p  +  q  +  r)(p+q-hr—i) (q  -h  r  -f-  1) 

1  .2.3 P 
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«t  qu'en  ôtant  p  choses  sur  p  -\-  q  -{-  r ,  il  en  reste; 
<7  -f-  r  qu'on  peut  encore  combiner  entr'elles  en  nom- 
bre q  ,  d'un  nombre  de  manières  égal  à 

1.2.5 9 

ou  aura  donc   en  tout  un  nombre 

(p-f-g  +  r)  (p  +  (?-f  r—  1) Ç  r  -f-  1) 

î.a p  X  1 .2. .  .g 

de  manières  d'ôter  de  la  totalité  des  p-\-q-\-r  choses  j 
deux  groupes  ,  le  1er  contenant  un  nombre  p  et  le  2e  un 
nombre  q  de  ces  choses.  Si  on  écrit  au  numérateur  et 
au  dénominateur  de  l'expression  ci  -  dessus  les  fac- 
teurs 1 .  2 . 5.  .  .  r ,  et  qu'on  y  change  p  -f-  q  -|-  r  en  n  , 
on  retombera  sur  la  formule  du  n°  précédent. 

On  aurait  les  arrangemens  au  lieu  des  combinaisons , 
si  l'on  supprimait  les  dénominateurs. 

5t.  En  général ,  tout  ce  qui  regarde  les  épreuves 
répétées  pour  un  nombre  quelconque  d'événemens 
simples  ,  est  compris  dans  le  développement  des  puis- 
sances d'un  polynôme  formé  de  la  somme  des  nombres 
qui  expriment  les  chances  d'où  résulte  chacun  de  ces 


événemens. 


Le  terme  général   du  développement  de 

{a  -f  b  -f-  c  +  d  -f  e)n  étant 

ï  .  2  . 3 n  . 

aPbic'd'e' 

1  .Q....p.  1  .2...q.  1  .2...T.  1  .  Q...S.  1  .2...É 

sip-{-q-î-r-\-s-\-t  =  n,  donne  le  nombre  des  chance» 
qui  peuvent  amener  l'événement  composé  d'un  nombre 
p  d'événemens  A  , 

q By 

r Ct 

* D, 

* E'> 
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la  probabilité  de  cet  événement  composé  s'obtiendra 

donc  en  di\i-ant  l'expression  ci-de-ius  par 

((Z  -f-Z>-f-  c  -\-d  -f-  é)m9    nombre   total   des   chances. 

Il  luit  de  ÎA  que  pour  avoir  immédiatement  cette 
probabilité,  on  peut  substituer  aux  lettres  a,b,cy 
d  ,  c,  qui  marquent  le  nombre  de?  diverses  espèc  s 
de  chances  dans  une  épreuve  ,   les  probabilités  simples 

qui    en   dérivent. 

Le  plus  probable  des  événemens  composés  que  peut 
amener  le  même  nombre  d'épreuves,  est  encore  celui  dan» 
lequel lei  événemens  -impies  entrent  proportionnellement 
à  leurs  probabilité-  respectives.  Si,  par  exemple,  oni.c 

-idère  que  5   événemens    simples,     et  qu'on    fa 
;2=m(a-fi-f-c),  il  sera  facile  de  voir  que  le  plus  grand 
terme  du  développement  de  (a-\-b-\-c)"ta+b'+'0  est  le  ternie 
affecté  de  amabmhcmc  ;  car  en  faisant  d'abord  b-\-c—fi,  et 

t  ,       ,  ,        .       .nui  -f-  »>,£  ,  , 

développant  {a-f-fi)  ,    on    aura    pour  le    plu* 

terme  celui  qui  est  ailecle  de  a     fi       (27)",  mais 
il     peut   se    développer   à    son    tour,    en    substituant 

à   fi  ''     le  développement  de  (&-f"0  '         ° ,     dont    le 

plus  grand  terme  e^t  celui  qui   est  affecté  de   b     c      ; 

ainsi   le    plus   grand   terme    du    produit  a  l"  fi        sera 

donc  celui  qui  est  affecté  de  a      b     c 

52.  Pour  donner  une  idée  de  la  multitude  à  laquelle  peut 
s'élever  le  nombre  des  combinaisons,  lors  même  que  les 
élémens  n'en  sont  pas  très  -  nombreux,  je  vais  cher- 
cher en  combien  de  manières  les  02  cartes  d'un 
de  piquet  peuvent  se  distribuer  entre  les  deux  joueur- , 
qui,  comme  l'on  sait,  en  prennent  d'abord  chacun  12, 
et  entre  les  deux  paquets  qui  forment  le  talon,  dont 
l'un  contient  5  carte*  et  l'autre  0.  Le  nombre  demanda 
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étant  le  coefficient  de  a^b^&d1  dans  le  développement 
-de  (a-f-  b  -f-  c-f-c/)*2,  a  pour  expression 

1  .2.0.  .  .  .3a ^^ 

1.2...12X1.2...12X  1.2. . .  5  X  1.2.3" 

En  y  supprimant  par  ordre,  dans  le  numérateur,  touï 
les  facteurs  qui  composent  le  dénominateur,  elle  sera 
réduite  au  produit 

2'.32.52.7a.i3î.  17. 19.23.29.51 

=ac  1  592  814  947  °u8  8co. 

L'usage  des  cartes  à  jouer  ne  paraît  pas  remonter 
plus  haut  que  1392,  où  on  le  voit  servir  à  l'amusement 
du  roi  de  France  Charles  VI ,  pendant  sa  maladie  ;  depuis 
cette  époque,  il  s'est  écoula  ^1^  années,  qui  donnent 
environ  1 54860  jours. 

Si  on  divise  par  ce  dernier  nombre,  celui  des  com- 
binaisons calculées  ci-dessus,  le  quotient  10  285  117  114 
indiquera  le  nombre  de  coups  qu'on  aurait  dû  jouer 
chaque  jour  pour  que  toutes  les  distributions  des  32  cartes 
se  fussent  présentées ,  encore  faudrait-il  qu'aucune  n'eut 
été  répétée. 

Enfin  si  on  suppose  que  sur  les  170  coo  000  d'individus 
auxquels  on  évalue  la  population  de  l'Europe,  il  v  en  ait 
la  100e  partie  qui  sache  le  jeu  de  piquet,  etqu'elle  se  par- 
tage en  couples  pour  s'y  livrer  exclusivement,  on  trou- 
vera que  chacun  de  ces  couples  devrait  jouer  pour  sa 
part  plus  de  12000  coups  dans  un  seul  jour,  ce  qui  ne  se 
peut,  car  chaque  coup  dure  au  moins  2a  3  minutes/ 
et  les  24 heures  n'en  contiennent  que   i44°« 

On  doit  donc  regarder  comme  certain  que  toutes  les 
combinaisons  que  peut  fournir  ce  jeu  ne  se  sont  pas  en- 
core présentées  ;  au  reste,  ceux  qui  le  connaissent  savent 
bien  qu'il  ne  faut  pas  confondre  le  nombre  de  combinai- 
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Bona  avec  celui  des  coups  essentiellement  différens,  qui 
est  bc  aucoup  moindre. 

au    développement   des    polynômes    que 

ivre  (  Miscellanea  analytica ,  p.  19B),  ramène  la 
question  de  déterminer  la  probabilité  d 'amener  un  point 

me,  avec  un  nombre  donné  de  des.  Pour  suivie  ta 
marche  ,  représentons  par  /;  le  nombre  de  ces  dés,  par 
m  celui  des  numéros  dont  chacun  est  marqué ,  en  com- 
mençant à  1  ,  par  p  -f-  1  le  numéro  qu'on  désire  ame- 
ner ,  et  considérons  la  formation  du  développement  de 

(.f+r+r +/")". 

par  la  multiplication  des  n  facteurs  égaux  à 

f+p+P +f- 

qu'il  contient.  D'après  ce  procédé,  il  est  la  réunion  de 
produits   partiels  composés  de  facteurs  de  la  forme 

f*  >     f   >     f^  •  •  •  • en  nomDre  n  \ 

et  pour  l'ordonner  suivant  les  puissances  de  f,  il  faut 
ra--enibler  tous  les  termes  où  la  somme  des  exposans  est 
la  même.  Il  suit  de  la  que  le  coefficient  du  terme  pour 
lequel  on  aura 

*  -f-  £  -f-  7 =  p  H-  1, 

indique  le  nombre  de  manières  de  former  le  point 
p  -f-  1  avec  n  nombres  pris  depuis  1  jusqu'à  m,  et 
donnera  la  solution  du  problème  proposé. 

La  recherche  de  ce  coefficient,  qui  serait  assez  dif- 
ficile par  la  formule  rapportée  dans  le  n°  5i  ,  se  sim- 
plifie beaucoup  à  cause  de  la  forme  particulière  du 
polynôme  à  développer.  En  effet,  comme 

(.f+f+P-  •  •/")-  -/•(■  +f+f>  ■  .+fm-r, 
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et  qu'on  a  vu  dans  les  Élémens  d'Algèbre  que 

il  s'ensuit  que  le   développement    qu'il  faut  effectuer 
revient  à  celui  de  y 


or 


o-/*)»  =1-  Vm+  fci2  / 

^  1  J  1  .2        J 

7i(/l  —  i)(ti — 2) 


1 .2.0 


/*"  +  etc. , 


+  ^±l2Ç|±%>  +  etc. 

En  mettant  à  part  le  premier  facteur  fn}  il  restera 
à  trouver  dans  le  produit  des  deux  autres ,  développés 
ci-dessus ,  les  termes  qui  sont  affectés  de  fP+1~ *•  pour 
cela  on  prendra  d'abord  dans  la  série  inférieure  le 
terme  affecté  de  fpJrl~n)  pour  multiplier  le  premier 
terme  1  de  la  série  supérieure  ;  puis  on  reculera  dans 
la  seconde  série  jusqu'au  terme  affecté  de  yv^1-"— ^ 
pour  multiplier  le  terme  affecté  de  f'n  dans  la  pre- 
mière série;  et  continuant  ainsi  de  rétrograder  de  771 
termes  dans  la  série  inférieure,  pour  avancer  de  1  terme 
dans  la  strie  supérieure,  on  obtiendra  pour  le  coeffi- 
cient cherché 

n(ji-\-\) .  .  >p  n(n-j-i).  ..(p  —  m)         n 

i.2...(p-f-i — n)        1.2.  .  .(p-f-i — n —  in)      ï 

77(71+1).  .  .{p  —  am)      72(77—  1  ) 

~l -, — : r  X —  etc. 

l,2...(p-j-i< — n — 2m)  i,a 


8a  TRAITÉ    ÉIKMFNTAIRE 

série  qu'il  faudra  continuer  tant  qu'on  ne  rencontrera  , 
dans  les  produits  indiqués,  aucun  facteur  qui  soit  nul 
ou   négatif. 

On  lui  fait  prendre  une  forme  plus  élégante  ,  en 
ob>ervant  c]ue  «,i  p  -\-  1  —  n  >  n  —  1,  on  peut  suppri- 
mer dans  le  premier  terme,  comme  se  trouvant  à  la 
foi-  au  numérateur  et  au  dénominateur,  tous  les  fac- 
teurs depuis  p  i  — n  jusqu'à  n  —  i  ,  et  les  introduire, 
au  contraire  ,  si  p  -f- 1  —  n  <^  n  —  1 .  Avec  cette  atten- 
tion et  en  renversant  l'ordre  des  facteurs ,  le  premier 
terme  devient 

p(p  —  Q (p-n  +  a) 

1.2.3... .(rc —  î) 

ce   qui  met  sur  la  voie  des  changemens   analogues  à 
faire  dans   les  autres  ;    et  si ,   pour  abréger ,  on  pose 

p  —  m  =  p',       p — 2mz=zp"j       p  —  3m,  =  jpw,  etc. 

on   obtient  la  formule 

p(p—  Q {p  —  rc  +  2) 

1.2.3..  .  .(/l l) 

PV-i)....(p,-H  +  2)      n 

1  .  2  . 3 .  .  .  .  (rt 1  )  1 

,   pV~i)....(p',--n  +  2)  ^  fi(n— Q 

1  .2.0.  ...  (/l  —  l)  1.2 

pV-Q....y-n  +  2)        n(/i-0(q  — 2) 

1  .2.3.  .  .  .(.'* l)  1.2.3 

+  etc.  , 

semblable  à  celle  de  Moivre.  En  l'appliquant ,  comme 
lui ,  à  chercher  le  nombre  de  manières  d'amener  le 
point  îS  avec  4  dés  ordinaires  ,    on  doit  prendre 

p  =  io,     n  =  4,     m  =  6,    p'=9,    ^"  =  3, 
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ce  qui  donne 

t5.i4.i5      0.8.7  4  ,   3.2.1   4.3 

1  .2.3  1 .2.5     1  1.2.3     1.2 

Ce  nombre  étant  divisé  par  6*=  129Ç,  qui  marque 
celui  de  toutes  les  chances  possibles  dans  le  jet  si- 
multané de  4  dés,  on  aura  la  probabilité  7^-,  en- 
viron ~}  d'amener  avec  ces  dés   le  point  16. 

En  ne  supposant  que  3  dés  et  cherchant  le  nombre 
de  manières  d'amener  les  points  3,  4>  ^  6,  7,  8, 
9  et  îOj  on  trouvera  pour  la  somme  des  résultats; 
108,  moitié  de  6J  =  2i6,  nombre  total  des  chances  ; 
il  est  donc  également  probable,  avec  3  dés,  d'amener 
dans  un  seul  jet  un  point  inférieur  à  1 1  ou  supérieur 
à  10.  Cette  remarque  est  le  fondement  du  jeu  nommé 
passe  dix. 

54.  Je  terminerai  cette  suite  de  questions  par  la  re- 
cherche de  la  probabilité  que  tous  les  numéros  d'un© 
loterie  seront  sortis  après  un  nombre  donné  de  tirages  , 
problème  qu'Euler  et  M.  Laplace  ont  résolu  par  des 
moyens  très-difFérens. 

La  considération  du  polynôme  y  serait  applicable 
aussi;  mais  ne  me  paraissant  pas  devoir  mener  faci- 
lement à  la  solution  générale  ,  je  vais  passer  à  l'ex- 
plication de  la  formule  donnée  par  Euler  (Opuscula. 
analytica ,  t.  II,  p.  333).  On  trouvera  dans  la  note  Iï 
la  solution  de  M.  Laplace. 

Soit  m  le  nombre  des  numéros  dont  se  compose  la 
loterie  et  dont  il  en  sort  i  à  chaque  tirage;  on  demanda 
la  probabilité  que  tous  seront  sortis  dans  n  tirages  ? 

Les  chances  également  possibles  dans  un  tirage  sont 
toutes  les  combinaisons  qu'on  peut  faire  des  m  numéros, 
pris  en  nombre  i  ;  celui  de  ces  chances  aura  donc  pour 

G.. 
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expression 

m  (m.  —  i  )  .  .  .  .  (m  —  /  -f-  1  ) 
i .  a .  5  • . .  •  i 
béeignons^le,  pour  abréger,  par  Pm ,  afin  de  pouvoir 
représenter  par  P„,_t ,  -Pm— a  >  etc.  ce  qu'il  devient 
quand  on  y  change  m  en  m — 1  ,  m — B,  etc.;  et  pour 
éviter  toute  confusion,  substituons  les  lettres  ay  b> 
c,  ci,  e,  etc.    aux  numéros  de  la  loterie.  Cela  posé, 

n    tirages  donneront    (  Pm  )n  sa  Pnm  arrangemens  des 

premières  chances  prises  n  à.  n,  parmi  lesquels  se  trou- 
veront compris ,  tant  ceux  qui  contiennent  toutes  les 
lettres ,  que  ceux  où  il  en  manque  quelques-unes  ;  la 
question  se  réduit  évidemment  à  soustraire  ces  derniers 
du  nombre  total  ,  pour  arriver  à  l'expression  du  nombre 
de  ceux  qui  remplissent  la  condition  du  problème.  Il 
est  d'abord  évident  que  les  arrangemens  qui  ne  con- 
tiennent pas  une  lettre  désignée,  a  par.  exemple,  se  trou- 
veraient tous  dans  une  loterie  formée  des  m — 1  lettres 
restantes  \  qu'ils  sont  par   conséquent   au  nombre  de 

Pn      ,    et  qu'en  exceptant  ainsi  chaque  lettre  à    son 

tour ,   on  aura  déjà     JnPnjn_l  arrangemens    à   ôter  de 

P"n  ,    ce  qui  donnera 

pn  ™  pn 

m  |         m—  1  * 

Mais  il  faut  observer  que  parmi  les  arrangemens  qui 
ne  contiennent  point  la  lettre  a ,  se  trouvent  ceux  qui 
ne  renferment  en  même  tems  ni  a,  ni  b  ,  qui  de  même 
se  trouvent  aussi  parmi  les  arrangemens  ne  renfer- 
mant point  b  ;  chacun  de  ceux  où  il  manque  2  lettres 

a  donc  été  retranché  2  fois ,  lorsqu'on  a  ôté  de  Pn  les 
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arrangemens   où    il   manque   une  lettre  ;   or    les   pn- 

i         j      mim  —  On" 
miers,  qui  sont  au  nombre  de "m—a»  n  ai1- 

k  m  In 

raient  dû  être  retranchas  qu'une  seule  fois  :  il  faut 
donc  les  ajouter  1  fois  à  l'expression  formée  ci-dessus, 
et  l'on  aura 

pn  __m     „  m(m  —  i)     « 

m  ,         m— ;i     •"  j     o  ;n— s.' 

Les  arrangemens  où  il  manque  o  lettres,  a,   &,  c, 

par    exemple  ,     ont    été    retranchés    d'abord    3  fois  , 

savoir  ,  avec  ceux   où  a   manque,  où  b   manque,    où 

c  manque;  ils  ont  été  ensuite  ajoutés  3  fois,  savoir, 

avec  les   arrangemens  où   a  et  b  manquent  en   même 

tems ,  ou  bien  a  et  c,   ou  bien  b  et  c.    Si  on  les  a  ôtés 

d'un   côté  3  fois ,   on  les  a  remis   autant  de  l'autre  ;  il 

faut  donc  les  soustraire  de  nouveau ,   et  leur  nombre 

,  m(m  —  i)(m — 2)  _„ 

étant  — = P     ,.    on    aura  ,    après    cette 

1.2.0  m~° 

opération, 

m  j         m— 1      '  t  j  Q' 


m — 2 


mpi  —  i)Qn  —  2)  pn 


1  .2.0 


Jl!—  O 


Passant  aux  arrangemens  où  il  manque  4  ^et[ 
on  verra  de  même  qu'ils  ont  été  retranchés  4  ï°ls 
avec  ceux  où  il  manque  1  lettre ,  ajoutés  6  fois  avec 
ceux  où  il  manque  2  lettres ,  et  retranchés  4  f°*s 
avec  ceux  où  il  manque  3  lettres  ;  ayant  donc  été  re- 
tranchés 2  fois  de  plus  qu'ils  n'ont  été  ajoutés  ,  il 
faut  les  ajouter  encore    1   fois,    et  leur  nombre  étant 

m(m—i)(m  —  2)  (m —  3)      -  ,     , 

— ■; — „    ; -F„    ri  11   en  résultera 

1.2.3.4  ~4 
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__  m  pn  mfm  — i) 

m  ,  m—  1      1^  «      g  r 


m(m—  i)  frn^rfl)  ^n 

m — 3 


1  .2.0 


77i  (/7i — i)(m—  p.)  (m —  5)     n 

+  1.2.3.4  — *" 

La  loi  de  cette  expression  est  maintenant  assez  évi- 
dente pour  qu'on  puisse  la  pousser  aussi  loin  qu'on, 
le  voudra;  niais  pour  en  constater  la  vérité  indépen- 
damment de  toute  induction ,  il  suffit  d'observer  qu'un 
arrangement  où  il  manque  un  nombre  p  de  lettres ,  est 

retranché     -  fois  avec  ceux  où  il  en  manque  î ,  ajou- 

t       P(P 0    r   •  \      -i 

te      — - rois    avec  ceux   eu    il    en    manque  2  , 

1.2 

,  ,      p(p — îVp  —  2)  r  .  ,    .. 

retranche      '— — - -  toi  s  avec     ceux  ou  il  en 

1.2.0 

manque  o  ,  et  ainsi  de  suite  ,  ce  qui  donne  pour  ré- 
sultat l'expression 

p   t  p(p  —  0      p(p  —  OQ—  2)^       +P 
1  1.2  1.2.0  1  * 

renfermant  tous  les  termes  du  développement  de  (1 — 1)?, 
à  l'exception  du  premier  terme ,  qui  est  -f-  1  ,  et  du 
dernier  ,  qui  est  zp  1  ,  selon  que  p  est  impair  ou  pair. 
L'expression  ci-dessus  est  donc  égale  à  o  dans  le  pre- 
mier cas ,  et  à  — 2  dans  le  second  ;  il  faudra  par  consé- 
quent joindre  à  l'expression  du  nombre  des  arrangemens 
cherchés   le   terme 

7n(m  — ï) (m  — p-f-  1)      n 


—  o    i 


1.2 p  m~? 
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avec  le  signe  —  si  p  est  impair ,  et  le  signe  -f-  si  ce 
nombre  est  pair. 

Le  problème  proposé  est  donc  complètement  résolu 
par  la  formule 

pn         m pn  ±  mfrn  — 1).»  .(m  —  p-hi)pn 

m  l       *~l  î2 p'  m-p  > 

tant  qu'on  se  borne  aux  considérations  algébriques  , 
puisque  cette  formule  donne  le  nombre  de  chances 
favorables  à  l'événement  désiré ,   et  qu'en  la   divisant 

par  Pnm ,  nombre  total  des  chances  ,  on  aura  la  pro- 
babilité demandée,  que  tous  les  numéros  de  la  loterie 
seront  sortis  dans  un  nombre  n  de  tirages. 

On  voit  que  la  question  suppose  n^>  —  ;  et  Euler 
remarque  en  effet  que  la  formule  ci-dessus  demeure 
nulle  tant  que  n<^—\  de  plus,  il  faut,  dans  les  va- 
leurs de  p ,  s'arrêter  à  p  =im  —  i. 

Il  est  à  propos  d'observer  aussi  que  Pnm  se  rédui- 
rait à  mn,  s'il  ne  sortait  qu'un  numéro  à  chaque 
tirage,  c'est-à-dire  si  l'on  avait  z=i. 

55.  Euler  a  montré  que  pour  mettre  facilement  en 
nombres  la  formule  ci-dessus  ,  lorsque  m  et  n  étaient 
des  nombres  considérables  ,  il  suffisait  de  calculer  le 
logarithme  du  rapport  de  chaque  terme  avec  celui  qui 
le  précède. 

En   effet,  si  pour  abréger,  on  pose 

m      n      __  m(m  —  i)  pn       _  B 

m(m-i)(^2)  t 

1  s.  3  m~3 
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on  aura 

A 

pn. 

m 

p« 

m  — î 
=     m     , 

P" 

> 

/?         _   777—    T 

A  '  =  ~~ 

P" 

m  — a 

> 

m— « 

c 

77,  S     *    m-"» 

etc.  ; 

B 

O            pn 

m—» 

puis  remontant  aux  valeurs  de  Z3*  ,  P*_,  ,  r,^,  etc. 
on  obtiendra 

"  lm(77l— ~l)..T.(77l—i-f-l)j         ~  \       771        )  '    4 


i 

— >        f  (m  —  2)...  (m  —  * — î)     )" (m — i — i 

P" 

m—t 

etc.  ; 

d'où  Ton  conclura 


C  (m  —  2)...  (m  —  i — î)     V1 /m — i — i\» 

1(771 l)(77l û)...(771 z)  /   "      \77i 1     /* 


A         m  /  777  —  i\n  B     _m —  i   /  771 —  i  —  iV 

,,•         1  \    m     )  *  A  "        2       \    m  —  1    / 


C        __   777 2 

B~Z  ~3~" 


/m  —  i  —  2  \  n 

f  ~-  )  ,     etc.  ; 

\        771  —  2         / 


passant  aux  logarithmes ,  on  aura 


A                                        .771 
1 =  1  771  77  1  


771 l' 


,/?       .  771 l       -     771 1 

1  -—   =1 71  1 


A  2       m  —  1  —  1 

.  C  .  771 2        ,    771 2 

I-s:  =1  — 5 n  1 


B  3        m  —  i — a* 

etc.  ; 
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«?t  en  observant  que 

1    -  =  1 f-1  » =  1 hl«,etc, 

on  déterminera  ,  par  une  suite  d'autant  plus  conver- 
gente que  le  nombre  n  sera  grand  ,  le  rapport  de  chaque 
terme  de  la  formule  proposée,  comparé  au  premier, 
ce  qui  donnera  la  probabilité  demandée  ;  car  cette  for- 
mule étant  divisée  par  P*,  devient,  par  les  dénomi- 
nations employées  ci-dessus, 

A  B  C      , 

î -f- -\-  etc. 

pn  pn.  pn. 

m  m  m 

En  prenant  m.  =  90,  z  — 5,  71=100.,  on  obtient, 
au  moyen  des  six  premiers  termes  de  la  formule,  pour 
la  probabilité  de  la  sortie  des  90  numéros  de  la  lo- 
terie de  France,  la  fraction  0,7410,  exacte  à  moins 
de  7^—  ,  et  qui  surpasse  beaucoup  £(*).  Il  ne  serait  pas 
difficile,  en  rétrogradant,  de  s'assurer  que  c'est  du  85* 
au  86e  tirage  que  cette  probabilité  passe  au-delà  de  {. 
En  portant  le  nombre  des  tirages  à  200 ,  il  suffit  des 
deux  premiers  termes  de  la  formule ,  qui  donnent 
0,9990,  probabilité   très-peu  différente  de    1. 

Dans  le  Mémoire  cité  ,  Euler  ne  se  borne  pas  au 
problème  dont  je  viens  de  donner  la  solution  ;  il  cherche 
aussi  les  probabilités  pour  la  sortie  de  m — 1,  m — g,  etc. 
numéros ,   et   parvient  à  des  expressions  très  -  remar- 


(*)  Euler  trouve  0,7419;  mais  TremLley  qui  est  revenu  sur  cette 
question  dans  les  Mémoires  de  Vu4.ca.dem..  de  Berlin,  ann.  1791  et 
i-tp  (  pag.  76)  ayant  mis  plus  d'exactitude  dans  les  calculs,  est 
p.  a  venu  au   nombre  rapporte  ci-dessus. 
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quables.  J'indiquerai  également  aux  lecteurs  un  Me-» 
moire  inséré  dans  ceux  de  l'Académie  de  Berlin  ,  pour 
l'année  1761,  où  il  détermine  les  probabilités  dans  le 
jeu  de  cartes  appelé  jeu  de  rencontre.  Le  seul  emploi 
de  la  théorie  des  permutations  le  conduit  à  des  résul- 
tats très-élégans  et  très-curieux. 

De  la  Règle  des  Paris ,  et  de  l'espérance  mathématique. 

56.  Jusqu'ici  je  n'ai  encore  considéré  les  probabili- 
tés qu'en  elles-mêmes  ;  mais  le  plus  souvent  on  ne  les 
calcule  que  pour  régler  la  mise  et  le  gain  dans  les  jeux, 
et  en  général  pour  apprécier  l'avantage  ou  le  désavan- 
tage pécuniaire  des  spéculations  fondées  sur  des  évé- 
nemens  incertains.  Avant  qu'aucune  théorie  mathé- 
matique eût  éclairé  celle  des  hasards ,  on  s'était  déjà 
entendu  pour  regarder  comme  équitable  tout  pari  dans 
lequel  les  parieurs  déposent  des  sommes  proportion- 
nelles  au  nombre  des  chances  qui  les  feraient  gagner. 
Celui  qui,  dans  le  jet  d'un  dé  à  6  faces,  parierait 
d'amener  une  face  désignée,  ne  devrait  déposer  au  jeu 
que  la  5e  partie  de  ce  qu'y  mettrait  son  adversaire  , 
puisqu'il  n'aurait  en  sa  faveur  que  1  chance,  tandis 
que  l'autre   en   aurait    5. 

Quelque  naturelle  que  soit  cette  conclusion  ,  on  la 
rendra  peut-être  encore  plus  évidente  ,  en  concevant 
d'abord  que  chaque  face  du  dé  soit  assignée  à  un  pa- 
rieur différent,  et  que  la  somme  mise  au  jeu  doit  échoir 
à  celui  qui  aura  désigné  la  face  amenée  par  le  jet.  Il 
n'y  a  pas  de  raison  alors  pour  que  la  mise  de  l'un 
de  ces  joueurs  soit  plus  considérable  que  celle  de  tout 
autre.  Son  gain  sera  donc  quintuple  de  cette  mise,  et 
ri  quelqu'un  voulait  se  substituer  aux  5  autres,  avant 
que  le  sort  eut  prononcé  ,  il  devrait  nécessairement 
leur  rendre  leur  mi^e;  il  déposerait  donc  5  fois  autant 
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que  le  premier,  c'est-à-dire  précisément  en   raison  du 
nombre  des  chances  qui  sont  en  sa  faveur. 

Ce  que  je  viens  de  dire  sur  l'exemple  précédent  s'ap- 
pliquerait également  à  de  plus  compliqués;  on  peut 
concevoir  de  même  que  55  parieurs  se  sont  distribué 
toutes  les  chances  comprises  dans  le  tableau  de  la 
page  7  ;  chacun  de  ces  parieurs  doit  déposer  la  même 
.somme  au  jeu,  et  la  totalité  des  mises  formerait  le 
gain  d'un  seul  ,  si  la  condition  à  remplir  était  l'ar- 
rivée de  la  chance  dont  il  a  fait  choix  ;  mais  si 
cette  condition  est  seulement  d'amener  avec  les  deux 
dés  un  point  désigné,  tous  ceux  des  joueurs  qui  ont 
pris  une  des  chances  formant  ce  point  ont  un  droit 
égal  au  gain  ;  ils  devront  donc  le  prendre  en  commun  , 
pour  se  le  partager  également.  Si  le  point  dont  il 
s'agit  est  8,  par  exemple,  il  y  aura  5  gagnans ,  puisque 
ce  point  résulte  de  5  chances;  le  fonds  du  jeu,  com- 
posé de  56  mises  particulières,  sera  donc  acquis  par  5. 
Si  donc  on  remplace  par  un  seul  individu  ceux  qui 
ont  les  chances  favorables  au  point  8  ,  et  par  un  se- 
cond ceux  qui  ont  toutes  les  autres  ,  on  voit  que  leurs 
mises  respectives  seront  dans  le  rapport  de  5  à  3i  , 
c'est-à-dire  proportionnelles  au  nombre  de  chances  qui 
les  font  gagner. 

Ces  considérations ,  dont  Moivre  parait  avoir  fait 
usage  le  premier  (Doctrine  of  chances,  p.  3)  ,  justi- 
fient suffisamment,  ce  me  semble,  le  principe  posé 
ci-dessus,  d'après  lequel,  si  deux  joueurs,  ayant  en 
leur  faveur  les  probabilités  e  et  f,  déposent  des  sommes 
a  et  b,  il  faut,  pour  former  un  pari  équitable,  qu'il 
y  ait  la  proportion  : 

a  :  b  ::  e  lf}         d'où         af—  be. 

bj.  Ce  principe  suffit  pour  tous  les  cas  où  le  hasard 
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décide  en  une  seule  «preuve,  parce  qu'alors  la  condi- 
tion  des  joueurs  ne  change  que  par  la  conclusion  de 
l'événement;  ensorte  que  si  la  volonté  des  joueurs, 
ou  un  empêchement  quelconque  s'opposait  a  ce  que 
le  hasard^  d'où  dépend  le  jeu  ,  fut  tenté,  chacun  d'eux 
renonçant  aux  chances  qu'il  avait  acquises  par  sa  mise 
au  jeu,  la  reprendrait  en  entier.  Il  n'en  est  pas  de 
même  quand  ,  pour  terminer  le  jeu  ,  il  faut  des  épreuves 
répétées ,  et  que  quelques-unes  ayant  déjà  eu  lieu  ,  ont 
modifié  le  nombre  des  chances  favorables  aux  divers 
joueurs;  leur  espérance  a  changé  ,  et  avec  elle  leur 
droit  -ur  le  fonds  du  jeu.  C'est  sur  ce  nouveau  pied 
qu'il  faut  régler  le  partage  entr'eux,  en  s'appuyant  sur 
la  convention  généralement  établie  dans  tous  les  jeux, 
d'après  laquelle  tout  joueur  perd  la  propriété  de  l'ar- 
gent qui!  dépose  ,  mais  acquiert  en  revanche  sur  le 
fonds  du  jeu  un  droit  proportionnel  à  la  probabilité 
quil  a  de  gagner  ce  fonds. 

Par  exemple  ,  une  personne  parie  d'amener  deux  fois 
le  même  point  dans  deux  jets  consécutifs  d'un  dé  à 
6  faces  ;  la  probabilité  de  cet  événement  étant  seule- 
ment »,  et  celle  de  l'événement  contraire  '-—  ,  cette, 
personne  ne  doit  mettre  au  jeu  que  lfu  et  son  adver- 
saire 35.  Posons  que  le  premier  jet  ayant  eu  lieu,  le 
point  désigné  a  paru  ,  et  qu'alors  les  joueurs  veuillent 
se  séparer;  celui  qui  a  parié  d'amener  le  point  désigné 
aurait  encore  au  second  jet  i  chance  pour  lui  et  seu- 
lement 5  contre  ;  son  espérance  est  donc  très-différente 
de  ce  qu'elle  était  avant  le  premier  jet.  Dans  ceca5, 
la  mise  totale  étant  considérée  comme  appartenant  au 
jeu  ,  toutes  les  chances  également  possibles  ont  un  droit 
égal  au  partage  de  cette  somme  ,  et  celui  qui  réunit 
plusieurs  chances  doit  avoir  les  parts  correspondantes  : 
ainsi  le  premier  joueur  prendra  le  6e  de  la  mise  totale, 
ou  6^r#,   et  son  adversaire  les  ~,  ou  Z'Jr\ 
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oS.  Sous  cette  dernière  forme,  la  règle  dos  paria 
servant  à  partager  la  somme  déposée  par  les  joueurs  , 
avant  que  le  sort  ait  prononcé  entr'eux ,  prend  le  nom 
de  règle  des  partis  (*).  L'application  que  Pascal  en 
a  faite  aux  questions  que  lui  proposait  le  chevalier  de 
Méré,  déjà  cité  (23) ,  a  donné  naissance  au  calcul  des 
probabilités.  Voici  l'une  des  plus  simples  de  ces  ques- 
tions :  Deux  joueurs  ont  formé  un  fonds  destiné  à  ce- 
lui qui  aura  le  plus  tôt  gagné  trois  parties  ;  ils  se 
séparent  lorsque  le  premier  en  a  gagné  deux  et  le 
second  une;  on  demande  la  part  que  chacun  doit  avoir 
sur  le  fonds  du  jeu,  en  supposant  que  la  probabilité 
de  gagner  isolément  une  partie  soit  ^  pour  chaque 
joueur? 

La  considération  des  probabilités  composées  résout 
bien  facilement  cette  question.  S'il  était  joué  une  par- 
tie de  plus  et  que  le  premier  joueur  la  gagnât ,  il  au- 
rait la  mise  totale;  la  probabilité  de  cet  événement 
est  J.  S'il  n'arrivait  pas ,  chacun  des  joueurs  ayant  alors 
gagné  deux  parties,  la  suivante  déciderait  nécessaire- 
ment leur  sort  ;  mais  la  probabilité  qu'elle  serait  jouée 
étant  \y  on  aura  \  pour  la  probabilité  qu'elle  serait  ga- 
gnée par  le  premier  joueur,  et  de  même  pour  le  se- 
cond. Or  cette  dernière  probabilité  est  la  seule  que  le 
second  joueur  ait  de  gagner,  tandis  que  le  premier 
avait  \  dès  la  partie  précédente  ;  les  probabilités  to- 
tales sont  par  conséquent 

i  1      1      3  .i 

pour  le  ier  joueur, — {--=:--,     et  pour  le  2e,  -. 
2      4      4  4 

Si  donc  le  fonds  du  jeu  était  de  G^  pistoles,  comme 


(*)  Le  mot  parti  étant  pris  dans  le  sens  de  distribution.  De  là 
est  venue  cette  façon  de  parler;  faire  a  quelqu'un  un  bon  parti  s 
ce  serait  une  faute  que  de  dire  la  règle  des  parties. 
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le  suppose  Pascal ,  le  premier  joueur  devrait  en  prendre 
les  j  ,  ou  4^  pistoles  ,  et  l'autre  £  seulement,  ou  îG. 
(Quelque  simple  qu'il  9oit,  cet  exemple  peut  suffire  pour 
ntrerce  qu'il  faut  faire  dans  tous  ceux  qui  pourront 
se  présenter,  et  réduit  la  diiliculté  au  développement 
de  tous  les  événemens  possibles,  jusqu'à  celui  qui  amène 
la  décision  du  sort. 

Pascal  ne  poussait  pas  le  calcul  si  loin,  dans 
r exemple  ci-dessus  -,  il  se  bornait  à  chercher  ce  qui 
arriverait  si  la  4e  partie  était  jouée.  Dans  le  cas  où. 
le  premier  joueur  la  perdrait,  les  deux  ayant  gagné 
chacun  le  même  nombre  de  parties ,  auraient  droit 
à  la  moitié  des  64  pistoles:  «  Donc  s'ils  ne  veulent  point 
•»  hasarder  cette  partie,  le  premier  doit  dire  :  Je  suis 
:•>  sûr  d'avoir  3a  pistoles,  car  la  perte  même  me  les 
)i  donne;  mais  pour  les  autres,  peut-être  je  les  aurai, 
»  peut-être  vous  les  aurez-  le  hasard  est  égal  ,  par- 
3i  tagedns  donc  ces  32  pistoles  parla  moitié,  et  don- 
n  nez-moi ,  outre  cela  ,  mes  3a  pistoles  qui  me  sont 
y>  sûres.  Il  aura  donc  4$  pistoles  et  l'autre  16.  rt 
(  Œuvres  de  Pascal,  t.  IV,  p.  41^-)  Ce  résultat  est 
le  même  que  celui  du  calcul  des  probabilités  compo- 
sées ,  et  le  raisonnement  parait  ici  beaucoup  plus  simple; 
mais  il  perd  cet  avantage  dans  les  cas  plus  compli- 
qués ,  qu'il  ne  résout  qu'en  les  faisant  dépendre  les 
uns  des  autres ,  jusqu'à  ce  qu'ils  retombent  dans  celui-ci. 

Fermât,  qui  s'occupait  du  problème  des  partis  en 
même  tems  que  Pascal ,  y  appliquait  la  méthode  des 
combinaisons  ,  plus  simple  et  aussi  plus  générale  ,  puis- 
qu'elle s'étend  à  un  nombre  quelconque  de  joueurs , 
au  lieu  que  celle  de  Pascal  ne  pouvait  aller  jusqu'à 
trois  -,  il  eut  même  quelque  peine  à  concevoir  l'emploi 
des  combinaisons  ,  lorsqu'il  s'agissait  de  trois  joueurs. 

5$.  La  séparation  des  joueurs  avant  la  décision  du 
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sort,  qui  peut  n'être  qu'un  objet  de  convenance  ou 
seulement  de  spéculation  ,  devient  nécessaire  dans  le 
cas  où  le  terme  du  jeu  cesse  d'être  assignable,  comme 
cela  est  possible,  du  moins  mathématiquement,  dans 
les  parties  jouées  en  rabattant,  c'est-à-dire  en  ne 
comptant  jamais  que  l'excès  du  nombre  de  coups  gagnés 
par  un  joueur,  sur  le  nombre  de  ceux  que  l'autre  a 
gagnés ,  de  sorte  que  le  gain  total ,  ou  la  fin  de  la 
partie ,  dépende  d'obtenir ,  non  pas  un  nombre  donné 
de  points  ,  mais  un  nombre  qui  surpasse  d'un  excès 
donné,   celui  des  points  gagnés  par  l'autre  joueur. 

Pour  éclaircir  ceci  par  un  exemple  ,  montrons  ce 
qui  peut  arriver  lorsque  l'excès  de  points  qui  fait 
gagner  est  égal  à  2;  désignons  par  A  et  B  les  joueurs, 
ainsi  que  les  points  qu'ils  gagnent ,  et  supposons  que 
la  probabilité  d'obtenir  un  point  soit  {.  Il  est  évident 
que  tous  les  arrangemens  dans  lesquels  la  même  lettre 
se  trouve  aux  deux  premières  places,  doivent  être  exclus 
dès  qu'il  y  a  plus  de  deux  places  ,  puisqu'ils  désignent 
un  coup  qui  ne  pourrait  se  présenter  qu'après  la  ter- 
minaison du  jeu  ;  ainsi  l'arrangement  A  A  faisant  ga- 
gner le  joueur  A ,  exclut  l'arrangement  AAB.  On  voit 
aussi  que  la  même  lettre  ne  saurait  se  trouver  plus  de 
3  fois  de  suite  après  la  première  place  ;  l'arrangement 
BAAAAB ,  par  exemple ,  ne  peut  entrer  dans  ceux  du 
6e  coup ,  puisqu'il  dérive  de  l'arrangement  BAAA , 
qui  terminerait  le  jeu  au  4ec°up.  D'après  ces  observa- 
tions, on  trouvera  que  les  divers  événemens  possibles 
sont  : 
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au  ie'*  coup, 

au  2% 

au  5e, 

au  4e, 

A 

A4 

ABA 

ABAA 

ou  B 

AB 

ABB 

A  BAB 

BA 

BAA 

ABB  A 

B/J 

BAB 

ABBB 
BAAA 
BAAB 
BABA 
BABB. 

etc. 


En  cherchant  d'abord ,  dans  ce  tableau ,  dont  la 
continuation  ne  présente  aucune  difficulté  ,  les  arran- 
gemens  où  le  nombre  des  répétitions  d'une  même  lettre 
Mirpas.->e  de  2  celui  des  répétitions  de  l'autre  lettre, 
et  qui  terminent  le  jeu,  on  en  trouvera  2  au  2e  coup, 
savoir,  A  A  et  BB  \  ^  a.xi  /f  coup,  savoir, 

ABAA,         ABBB,         BAAA,         BABB, 

et  ainsi  de  suite.  Les  probabilités  étant  j  pour  chaque 
événement  du  2e  coup,  J  pour  ceux  du  3e,  ~  pour 
ceux  du  4e>  etc.-,  on  aura  la  probabilité  2.j  =  -î 
que  la  partie  se  terminera  au  2e  coup,  4  -tz  =  *  qu'elle 
finira  précisément  au  4e  coup,  et  par  conséquent,  la 
probabilité  j  +  J  qu'elle  ne  se  prolongera  pas  au-delà 
de  4  coups;  on  trouverait  j  +  -j-+-  J  pour  le  6e  coup, 
et  ainsi  de  suite  •,  car  il  est  d'ailleurs  évident  que  la 
partie  ne  peut  se  terminer  qu'à  un  nombre  pair  de 
coups. 

Si  les  joueurs  voulaient  se  séparer  avant  la  décision 
du  sort,  comme  l'époque  de  cette  décision  est  indéter- 
minée, il  faudrait  qu'ils  convinssent  préalablement  du 
nombre  de  coups  sur  lequel  ils  se  proposent  de  régler  leur 
partage.  Je  supposerai,  pour  compléter  l'exemple  que  je 
donne  ici,  qu'au  1er  coup  le  joueur  payant  un  point, 
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propose  la  cessation  du  jeu  ;  le  tableau  précédent  montre 
que  le  ier  coup  ayant  amené  l'événement  A ,  il  ne  reste 
au  second  coup  que  les  événemens  A  A  etAB,  dont  la 
probabilité  est  \.  Le  premier  fait  gagner  le  joueur  A  ; 
le  second,  réduisant  les  deux  joueurs  à  l'égalité,  donne  à 
chacun  la  probabilité  \  de  gagner,  la  même  qu'il  avait 
en  se  mettant  au  jeu.  Suivant  ces  remarques,  les  probabi- 
lités sont,  pour  le  Ier  joueur,  |  -f-  \.^  =:  f  ;  pour  le  2e, 
è«*==  j-  Si  donc  ils  prennent  le  second  coup  pour  régler 
leur  séparation,  le  joueur  A  aura  les  J  de  la  somme 
déposée  ,  et  le  joueur  B  seulement  £;  ce  qui  est 
d'ailleurs  évident ,  puisque  le  point  A  arrivé  au  pre- 
mier coup,  excluant  les  arrangemens  BA  et  BB  du 
2e  coup  ,  ne  laisse  à  ce  joueur  que  la  part  assignée 
par  l'événement  AB. 

Si  le  gain  de  la  partie  dépendait  d'obtenir  une  su- 
périorité de  3  points,  le  tableau  des  événemens  pos- 
sibles à  chaque  coup  deviendrait  beaucoup  plus  com- 
pliqué; il  en  présenterait  8  au  3e  coup,  sur  lesquels 
2  termineraient  le  jeu,  12  au  4e;  24  au  5  e,  sur  les- 
quels 6  termineraient  le  jeu,  etc.  ;  les  probabilités  des 
événemens  étant  \  au  1 er  coup ,  |  au  2e,  |  au  3e,  ~f*  au 
4e,  -^:  au  5e,  etc. ,  on  trouverait  que  la  probabilité  de 
finir  la  partie 

au  3e  coup  serait  -  ;   au   5e,    -7.  ;    au  7e,  ^y- ,  etc.  ; 
4  10  04 

et  par    conséquent  la    probabilité   qu'elle    n'irait    pas 
au-delà  du 

.     1  3  1         3  q 

5e  coup  ,  serait  -  -f-  -^  ;  du  7e,  -  -f-  -^  -|-  g-  ,    etc. 

Quand  la  supériorité  de  points  qui  fait  gagner  sur- 
passe 3,  l'on  ne  tombe  plus  sur  une  progression  par 
quotiens  \  mais  la  solution  complète  de  ce  problème  > 

7 
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l'un  des  plus  difficiles  qu'on  se  toit  proposas  sur  ce 
sujet ,  ne  saurait  trouver  place  dans  ce  Traité.  (Payez, 
la  note   II.) 

6o.  La  considération  des  sommes  éventuelles ,  c'est- 
à-dire  dépendantes  du  hasard ,  a  introduit  dans  le  cal- 
cul des  probabilités  une  expression  qui  mérite  un  exa- 
men particulier,  celle  d'espérance  mathématique ,  par 
laquelle  on  désigne  le  produit  d'une  somme  éventuelle 
par  la  probabilité  de  l'obtenir.  C'est  dans  la  règle  de» 
partis  qu'on    en  saisit  le  mieux  la  raison.  Lorsque  des 
joueurs  consentent  à   partager  le  fonds  du  jeu   avant 
que  le  sort  en  ait  disposé,    ils    n'ont  encore    que  des 
espérances  ;    et  cette  règle   accordant  à  chacun  d'eux , 
sur  la   somme  déposée  ,   une  partie    indiquée   par  la 
probabilité  qu'il  a   de  gagner  le   tout,   il    était  assez 
naturel  de  prendre  cette   partie  pour  la  valeur  de  son 
attente.   On    pourrait  aussi  la  considérer  comme    ce 
que  devrait  lui  payer  quelqu'un  qui  voudrait   prendre 
sa  place  si  le  jeu  continuait.  On  va  retrouver  ces  divers 
points  de  rue  dans  la  règle  des  paris. 

61.  Premièrement,  l'équation  af=  be  (56)  exprime 
l'égalité  des  produits  formés  en  multipliant  le  gain 
qu'espère  chaque  joueur,  parla  probabilité  de  l'obte- 
nir :  on  peut  donc  dire  que  dans  un  pari  équitable, 
les  espérances  mathématiques  des  deux  parieurs  doivent 
être  égales. 

Secondement,  si  on  regarde  les  mises  de  ces  joueur» 
comme  ne  leur  appartenant   plus  ,    dès   qu'elles  sont 
déposées  ,  et   qu'on  évalue  l'espérance  sur   la  rentrée  * 
de  la  somme  de  ces  mises  ,    que  produit  le    gain  du 
pari ,   on  aura 
(a  _|_  b)e  pour  le  1er  joueur,     (a-f-  b)f  pour  le  2e  ; 

et  à  cause  que  be=.af  et   e  -\-f  =  i  ,  ces  valeurs  sont 
respectivement  égale»    aux  mises  a  et  b.  Qn  voit  donc 
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que  la  mise  de  chaque  joueur  doit  être  égale  à  son 
espérance  mathématique  sur  la  somme  déposée  pour 
former  le  fonds  du  jeu;  elle  peut  être  considérée 
comme  le  prix  qu'il  donne  pour  acquérir  cette  espérance. 
Troisièmement,  si  on  met  l'équation  af=be  sou* 
la  forme 

be  —  af-=.  o, 

et  qu'on  regarde  les  pertes  comme  des  sommes  néga- 
tives,  le  produit  — «/"de  la  somme  — a,  par  la  pro- 
babilité f  de  la  perdre ,  pourra  entrer  dans  l'évaluation 
de  V espérance  mathématique  du  premier  joueur,  la- 
quelle se  formera  alors  en  multipliant  le  profit  ou  la 
perte  que  lui  apportent  chacun  des  événemens  possibles  y 
parla  probabilité  de  ces  événemens ,  et  donnant  aux 
pertes  le  signe — .  Elle  sera  égale  à  zéro,  dans  le  cas 
du  pari  équitable  ;  ce  qui  veut  dire  que  l'état  du  joueur 
doit  être  envisagé  comme  n'étant  pas  changé  par  sou 
entrée  au  jeu. 

Ce  dernier  point  de  vue  semble  présenter  une  con- 
tradiction dans  les  termes  ;  car  l'état  indiqué  par  l'es- 
pérance mathématique  du  joueur  est  fictif,  il  n'est  point 
celui  qui  a  lieu  dans  la  réalité.  Après  la  décision  du 
sort,  l'argent  du  joueur  sera  augmenté  de  b  ou  dimi- 
nué de  a,  selon  qu'il  aura  gagné  ou  perdu.  Dans  l'un 
et  l'autre  cas ,  son  état  sera  différent  de  ce  qu'il  était 
avant  le  jeu.  Comment  donc  interpréter  cette  conclu- 
sion ,  dans  laquelle  semblent  se  compenser  l'un  par 
Tautre  deux  événemens  qui  b  excluent  mutuellement? 
Par  les  conséquences  des  épreuves  répétées  ,  dont  la 
multiplication  tend  sans  cesse  à  opérer  la  compen- 
sation des  pertes  et  des  gains ,  en  rapprochant  la  dis- 
tribution des  événemens  simples  du  rapport  de  leur* 
probabilité*, 

7-- 
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6a.  Cette  explication,  donnée  par  Condorcet,  qui 
a  le  premier  remarqué  la  difficulté,  s'appuie  sur  de* 
propositions  démontrées  par  le  calcul.  D'abord,  dans 
un  nombre  quelc  )nque  dY preuves ,  le  plus  probable 
des  événemens  c  >mpOsés  est  précisément  celui  où  le 
gain  ép;ale  la  perte.  En  effet,  si  les  événemens  A  et  B  t 
dont  l'an  fait  gagner  b  et  l'autre  perdre  a,  ont  res- 
pectivement les  probabilités 

m.         /=      n 


rn-^-n  >       J  m-\-n  * 

on   aura 

7  -         bm —  an 

be  —  af  =z   j ; 

■*  m  -f-  n    ' 

et  dans  un  nombre  r(m-}-n)  d'épreuves,  l'événement 
le  plus  probable  étant  composé  de  rm  événemens  A 
et  de  rn  événemens  B  (27) ,  donnera  au  joueur  qui 
parie  pour  A  ,  la  somme 

bmr  —  anr, 

qui  s'évanouit  quand  on   a  l'équation 

bm  —  an  =z  o  ,     ou  la  proportion     al  b  II  m  In, 

c'est-à-dire  lorsque  les  mises  sont  en  raison  des  pro- 
babilités (57). 

63.  A  la  vérité  ,  ce  résultat  précis  ne  repose  que 
sur  une  probabilité  relative  ;  mais  on  peut  obtenir 
une  probabilité  absolue ,  de  plus  en  plus  grande ,  d'en 
av)rocher  aussi  près  qu'on  le  voudra,  savoir,  la  pro- 
babilité que  le  rapport  du  nombre  des  événemens  A 
au  nombre  des  épreuves  sera  compris  entre  les  limites 

m  4- 1  m  —  1 

et 


m-\-n  771— f-  /z 

lorsqu'on  embrassera  r(m -j-n)  épreuves  (3a). 
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Ecrivons  dans  ces  formules  sm  et  sn  à  la  place  d» 
m  et  de  n  ,  suivant  l'observation  du  n°33  *,  lea  limites 
ci-dessus  devenant 

jm-f-  1  sm —  i 


s(m  -f-  //)  *      s(m  -f-  n)  ' 

te  rapporteront  à  des  événemer.s  composés  dan*  les- 
quels il  en  entrera  au  plus  rsm  -f"  f  de  l'espèce  A 
avec  ns/? — r  de  l'espèce  /?,  et  au  moins  r.m  —  f  de 
l'espèce  ^  avec  nrc-f-r  de  l'espèce  B.  Dans  le  pre- 
mier cas,  le  joueur  qui  parie  pour  A  recevra.. . 
(nm-fr)è,  et  donnera  (rsn —  r)a  >  la  valeur  de  cet 
événement  composé  sera  donc 

(rsm  -f  r)b  —  (rsn  —  f)a  z=rs(mb  —  na  -} J. 

Si  elle  est  positive ,   ce  qui  arrivera   quand 

mb  -\ >  na  . 

s 

elle  exprimera  le  gain  du  joueur  qui  parie   pour  A , 
et   la  perte   de  celui  qui  parie  pour  B. 

Dans  le  second  cas,  au  lieu  de  la  valeur  ci-dessu*  ,, 
on  aura 

(rsm — r)b —  (rsn-\-r)a=rs  (mb — na J, 

yaleur  qui  sera  négative  si 

na  -j ^>  mb  , 

m 

et    qui  alors    exprimera    une   perte  pour  le   premiet 
joueur,   un  gain  pour  le  second. 

Quand  bm  —  an  =  o  }   tout  devient  égal  entr'eux  £ 
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ilfl   ont  la    même   probabilité  de  ne  pas  gagner  et  de 

■ne  pas  perdre  au-delà   de   la  somme 

„(l±l)  =  ,<«+*). 

C'est  une  parue  déterminée  de  la  mise  totale  de  chaque 
joueur  ;    car   si  on  y  remplace  b  par  sa  valeur  -  j  » 

tirée  de  l'équation 

bm  —  on  ■=.  o  , 

n       i     •      i       ra(m-\-n)  .  ,     ,    . 

elle    deviendra  — ' ,  et  la  mise  totale  du  joueur 

m 

qui  parie  pour    A    étant  rsa(m -{- n)  =:  M ,    on  aura 

r(a  +  b)=  —  ; 

s  m 

la  somme  gagnée  ou  perdue  a  donc  avec  la  mise  to- 
tale ,  le  rapport  —  qui  diminue  à  mesure  que  s  aug- 
mente. 

On  trouverait  de  même  ,  en  chassant  a  au  lieu  de  b, 
que 

ce  qui  donne,  pour  le  second  joueur,  le  rapport  — . 

S]  y 

64.  Supposons    maintenant    que    l'équation 

bm  —  anz=.o  n'ait  pas  lieu,  mais  que  l'espérance  du  se- 
cond joueur  l'emporte  sur  celle  du  premier:  posons, 
en  conséquence,  an-=.bm-\-c;  il  en  résultera ,  dan* 
le  premier  cas , 

(n  +  K    (  gain  du  1*  joueur, 
'        s     /    t   perte  du  2e, 
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et  dans  le  second  cas, 

a  +  b\     (   perte  du   1er  joueur, 


-»(  «  +  *&  ! 


gain  du  2e. 


On  voit  par  ces  expressions,  que  le  gain  du  ier  joueur 
se  change  en  perte,   et  la  perte   du  2  e  en    gain,    dès 

que  c  ]> — ■ — -,  le  1"  joueur  perdra  donc  dans  toute 

l'étendue  des  limites  assignées  aux  événeraens  compo- 
sés ,  tandis  que  le  2e  gagnera  toujours  entre  ces  mêmes 
limites.  Or  le  nombre  s  pouvant  être  pris  aussi  grand 
qu'on  voudra ,  il  s'ensuit  que  quelque  petite  que  soit 
la  différence  qu'on  établisse  entre  les  espérances  ma- 
thématiques de  deux  joueurs ,  on  pourra ,  en  mul- 
tipliant le  nombre  des  épreuves ,  obtenir  telle  proba- 
bilité qu'on  voudra ,  que  le  joueur  favorisé  sera  toujours 
en  gain ,  et  l'autre  toujours  en  perte. 

Cette  dernière  proposition  me  paraît  bien  suffisante 
pour  justifier  la  règle  du  pari  équitable  et  fixer  le  sens 
que  l'on  doit  attacher  à  l'espérance  mathématique  ; 
elle  prouve  la  nécessité  de  faire  entrer  la  répétition 
des  hasards  dans  l'appréciation  des  pertes  et  des  gains 
qu'ils  amènent,  et  justifie  complètement  l'assertion  qui 
termine  le  n°  dj  (*}. 


(*)  Condorcet  ajoute  encore  les  considérations  suivantes  qui  ne 
sont  pas  moins  curieuses. 

Dans  le  développement  de  'm  -f-  n)r("*+")  la  somme  dos  termes  qui 
procèdent  le  plus  grand  ,  celui  qui  est  affecte  de  mrmnrn,  comparée 
à  la  valeur  totale  du  développement,  tend  sans  cesse  vers  le  rapport 
$;  il  en  est  de  même  de  la  somme  de6  termes  qui  suivent  ce  plus 
grand.  Les  premiers  répondent  aux  événemens  qui  font  gagner  le 
joueur  pariant  pour  A  ,  les  autres  aux  événemens  qui  font  gagner 
son  adversaire  ,  lorsque  leurs  espérances  mathématiques  sont  égales, 
et  seulement  dans  ce  cas.  Il  résulte  évidemment  de  la  que  lVtat  des 
joueurs  est  parfaitement  le  même,  puisqu'à  mesure  que  les  épreuve» 
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65.  Je  n'ai  encore  considéré    que  doux  événrmerrs, 
possibles  à  chaque  épcetn  ..is  on  applique  Y  espé- 

rance mathématique  à  l'évaluation  de  tous  les  genres 
de  hasard.  Soit,  par  exemple,  un  dé  à  6  faces  , 
marquées  depuis  i  jusqu'à  6 ,  pour  l'apparition  de  cha- 
cune desquelles  un  joueur  s'engage  à  donner  à  celui 
qui  jette  le  de,  autant  de  francs  que/le  contient  de 
points  ;  on  demande  la  somme  que  ce  dernier  doit 
mettre  au  jeu  ?  L'espérance  mathématique  de  celui-ci 
se  forme  en  ajoutant  celles  que  donnent  tous  1rs  évé- 
i:cmens  possibles  ,  et  qui  sont  égales  au  produit  du 
nombre  de  points  marqués  .sur  les  diverses  faces,  par 
la  probabilité  •£  d'en  amener  une  quelconque  :' le  ré- 
sultat est 

Aucun    événement    ne    rapportera   précisément    cette 

somme;    mais    elle    est   la  moyenne  (ou  elle  tient  le 

milieu)  entre  les  gains  et  les   pertes  ,  c'est-à-dire  que 

les    unes  sont  autant  au-dessus   que  les  autres  sont  au- 

dessous.  Ln  effet ,    le    second  joueur  éprouvera,   *ur 

les  points 

.?     i  t    i        t    i      lfr' 

i,   2,   5,   les  pertes  2-fr,-)    i/r'-,   -      ,* 

r  2  2       2 

et  sur  les  points 

/      r      ^      ,  .         i^r#        ri         f     i 

4,   5,    b,   les  sains   -      ,  i/,,-J   2.*r'-\ 
**>      >       >  o  2  2  2 

les  unes  compensent  les  autres.  Pour  le  premier  joueur., 

ce  serait  la  même   chose  ,  mais  dans  l'ordre  inverse. 
y._ 

se  répètent,  les  probabilités  de  gain  tendent  à  devenir  égales  pour 

tous  deux  '  Essai  sur  la  probabilité  dtrs  décisions,  etc.  ,  p.  \.\S.). 

borne* dans  lesquelles  je  me  suis  propose  de  resserrer  cet  ou- 

e  ,  ne  me  permettent  pas  de  rapporter  la  démonstration  de  la 

proposition  ci-dessus. 
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Cette  compensation  peut  ne  jamais  s'effectuer  dans 
l'exactitude  rigoureuse  ;  mais  les  épreuves  multipliées 
tendent  sans  cesse  à  la  produire,  comme  aussi  à  opérer 
l'accumulation  des  plus  petits  avantages  :  c'est  ce  que 
l'expérience  prouve  chaque  jour.  Les  personnes  qui 
jouent  constamment  entr'elles  des  jeux  de  société,  où 
les  conditions  du  pari  sont  égales,  et  qui  parviennent 
à  peu  près  au  même  degré  d'habileté  ,  voient  à  la 
longue  leurs  pertes  et  leurs  gains  se  rapprocher  beau- 
coup ;  au  contraire  ,  les  banquiers  qui  se  chargent 
de  tenir  un  jeu  de  pur  hasard,  moyennant  certains 
avantages  sur  les  chances,  se  procurent  un  bénéfice 
assuré,  dès  qu'ils  ont  des  fonds  suffi^ans  pour  faire 
face  à  quelques  événemens  trop  défavorables  qui  peuvent 
arriver  de  tems  à  autres. 

66.  Le  succès  des  loteries  est  de  ce  genre;  il  est 
fondé  sur  ce  qu'elles  ne  rendent  pas  à  ceux  qui  y  mettent 
(ou  auxpontes),  le  gain  correspondant  aux  risques  qu'ils 
courent  \  la  disproportion  est  le  plus  souvent  considé- 
rable ,  et  augmente  à  mesure  que  les  probabilités 
de  succès  diminuent,  ainsi  qu'on  va  le  voir  dans  la 
loterie  de  France. 

U  extrait  simple  ,  ou  la  sortie  d'un  seul  numéro  ,  ne 
rend  que  i5  fois  la  mise,  quoique  sa  probabilité  n'étant 

que  -^  (44)j  il  devrait  produire  un  gain  égal  à  17  fois 
10 

la  mise,    et  rendre  par  conséquent  18  fois  cette  mise. 

L'espérance  mathématique  du  banquier    excède    donc 

5         1 

ici  de    -77  ^=  7;  celle  des  pontes. 
10         o 

U  extrait  déterminé ,  ou  la  sortie  d'un  seul  numéro, 
à  une  place  marquée  du  tirage  ,  le  premier ,  par  exemple, 
ne  rend  que  70  fois  la  mise  ,  pour  une  probabilité  é^ale 
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à   — ;  l'avantage   du    banquier,   sur    ce  hasard,   est 

,  30  2 

donc  —  =  -. 
9°        9 
L'ambe,  ou  la  sortie,  dans  le  même  tirage ,  de  deux 

numéros  dé>ignés,  ne  rendque27ofois  la  mise;  mais 90 nu- 

1  .    ,       ,  ,   .         qo.8q  r       , 

meros,  combines2a2,  produisant' ==Aooo%m.Qes, 

2 

5  A 
et  les  5  numéros  d'un  tirage  — —  r=  10,    la  probabi- 
lité de  la  sortie  d'un  ambe  est  - — =  ;    la    probabilité 

4oo5  r 

contraire,    ,     _  ;   le  gain  du  ponte  devrait  donc  être 

ACCD 

n-  - 

OOQ ~) 

— '  "      =  ^99, 5  fois  la  mise  ;   l'avantage  du  banquier  est 
par   conséquent 

r  »  k     IQ  ]3o5       2<) 

(099,5  —  269)  - — *  =  - — -  —  -ç-. 

l' ambe  déterminé ,  ou  la  sortie  de  deux  numéro* 
dé-ignés ,  dans  une  place  donnée  du  tirage  ,  ne  rend 
que  5  ico  fois  la  mise.  Comme  U  s'agit  ici  des  arran- 
gemens  deux  à  deux,  et  non  pas  des  combinaison- , 
les  90  numéros  produisent  8010  ambes  déterminés; 
déplus,  la  place  étant  fixée  dans  le  tirage,  la  pro- 
babilité d'un   ambe    déterminé  sera    par    conséquent 

= ;  la  probabilité  contraire  ,  ^ —   *>  Ie  gain  du  ponte 

devrait   donc  être    8009  fois    ^a   m'se  »    l'avantage   du 
'banquier  est  par  conséquent 

r        x       1  G9X 

(800Q       OO99)         Z =      Q • 

v       ^  :JZJJ  8010       801 

t«e  terne,  ou   la   sortie,    dans   le  même  tirage,  de 
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trois  numéros  désignés  ,  ne  rend  que  55oo  fois  la  mise  ; 
mais   go    numéros ,    combinés    3     à    3 ,      produisant 

9   •   .9-^__  __  j  j^go  ternes ,  et  les  5  numéros  du  tirage, 


1.2.0 


— '■ — '-=  =  10  ,  la  probabilité  de  la  sortie  d'un  terne 

10  1  ,  .    -  ...  .  .  1 1747. 

est -r-  = -  ;  la  probabilité  contraire ,   75  » 

117480        11748        x  11748 

le  gain  du  ponte  devrait  donc  être  11747  fois  la  mise  \ 

l'avantage  du  banquier  est  par  conséquent 

r  /  cV     <»  *  6248  *42 

(1 .747  -  5499)  77^8  =  7^8  =  w 

Le  qu  citerne ,  ou  la   sortie,  dans  le   même  tirage, 

de  quatre  numéros  désignés,   ne   rend  que  76000  fois- 

la  mise;  mais  les  90  numéros,  combinés  4^4>  pro- 

,   .  QO.8q.88.87  rrr  ,       r 

dmsant — = — ,-^  =  2000100  quaternes  ,  et  les  5 

1.2.0.4 

numéros  du  tirage.  — —  *    '  ,  =  5 ,    la  probabilité   de 
&  '   1.2.3.4 

i  •     »  5  1         . 

la  sortie  d  un  quaterne  est     r,„ =  7 =75  ;  la  pro- 

u  2000190        OllOOô 

i    ■>  -t  /  •         5i  1037     ,         .     ,  ,     •  . 

baDihte  contraire  ,  =. =£  ;  le  çain  du  ponte  devrait 

'  5noo8  &  ^ 

donc  être   5i  1007  fois  la  mise  ;  l'avantage  dubanqnier 

est  par  conséquent 

_  .      x       1  A3Go3S      218019 

(01,037  -  74999)  577358  =  ^77338  =  -55-- 

On  pouvait  mettre  autrefois  sur  le  quine ,  ou  sur  la. 
sortie,  dans  le  même  tirage,  de  cinq  numéros  dési- 
gnés ,  qui  ne  rendait  que  1  cco  ooo  de  fois  la  mise  ; 
mais   les  90  numéros  ,   combinés    5  à  5  ,   produisant 

90.89.88.87.86  ._      .       CQ       .  .    .       r 

- - — - — '-= —  ==  40  949  268  quines,   et  les    5  nu- 

1  •  S  «  O  .  ù^  «  3 
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méros  du  tirage,   1  ,    la  probabilité  de  la  sortie  d'ua 

quine  était  dor.c  r=— j — r,5  ;  la  probabilité  contraire, 

-— ; — - -  ;    le  gain    du    ponte    aurait   donc    du    être 

kg    »8  '        &  v 

4~î  9  (o,  0.G7  foii  la  mise  ;  l'avantage  du  banquier  était  par 
iéquent 

(43  949  ^7  -  999993)  ^—^  *=  ^^68  ' 

.    4» 

et  surpassait  -=. 

43 
On  a  supprimé  cette  manière  de  jouer,  dans  la- 
quelle la  difficulté  de  gagner  était  si  grande ,  qu'elle 
dnvait  rebuter  presque  tout  le  monde.  Pour  s'en  faire 
bientôt  une  idée  ,  il  su.Tit  de  considérer  qu'en  faisant 
2  tirages  par  mois  dans  4  villes  différentes,  ce  qui  don- 
nerait 96  tirages  dans  un  an,  il  faudrait  plus  de 
407804  ans  pour  que  tous  les  quines  fussent  sortis , 
en  supposant  encore  qu'aucun  ne  se  fut  répété  pendant 
cet  immense  intervalle.  La  sortie  de  tous  les  quaternes 
exigerait,  dans  la  même  hypothèse,  plus  de  5323  ans  : 
on  trouverait  bien  autre  chose  encore,  si,  par  la  for- 
mule du  n°  54  >  cm  cherchait  le  nombre  de  tirages  qu'il 
faudrait  embrasser  pour  obtenir  la  probabilité  5  de 
gagner  un  quine  ou  un  quaterr.e. 

r~.  Il  ne  faut  pas  croire  pourtant  que  le  gain  du  ban- 
quier, à  la  loterie,  soit  aussi  démesuré  que  le  montrent 
les  calculs  précédens.  Pour  que  la  grande  dispropor- 
tion établie  entre  la  mise  et  le  gain  produisît  infaillible- 
ment son  plein  effet,  il  faudrait  que  toutes  les  combi- 
naisons des  numéros  fussent  jouées  avec  des  mises  égales, 
mais  c'est  ce  qui  est  bien  loin  d'arriver.  Les  mises  par 
extrait,  qui  sont  les  plus  nombreuses,  se  distribuent 
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très-inégalement  entre  les  90  numéros ,  selon  la  date 
de  leur  dernière  sortie  ,  ou  d'après  des  rêveries  supers- 
titieuses ;  aussi  l'administration  de  la  loterie ,  qui  crai- 
gnait la  sortie  d'un  numéro  trop  chargé  de  mises ,  s'était 
réservé  le  droit  de  le  fermer,  c'est-à-dire  de  ne  pas 
recevoir  les  mises  qui  seraient  faites  sur  ce  numéro  ; 
mais  une  longue  expérience  l'ayant  bien  rassurée  sur 
cette  crainte ,  elle  ne  met  plus  à  présent  de  restriction 
à  la  volonté  des  pontes  :  seulement,  comme  autrefois  , 
elle  fait  vendre  des  billets  arrangés  d'avance,  afin  da 
répandre  autant  qu'il  est  possîble  les  mises  sur  toutes 
les  combinaisons.  Cependant  il  n'est  pas  nécessaire  que 
le  partage  des  mises  approche  beaucoup  de  l'égalité  , 
pour  mettre  le  banquier  hors  de  perte  :  c'est  ce  dont  on 
peut  se  convaincre,  en  considérant  ses  avantages  sous 
le  rapport  des  recettes  aux  dépenses  dans  chaque  tirage. 
Si  toutes  les  mises  par  extrait  étaient  les  mêmes , 
un  tirage  lui  coûterait  5  X  i5  mises,  ou  75  mises  ; 
s'il  en  avait  reçu  qo,  il  aurait  un  bénéfice  assuré  de 
i5  mises  ,  et  il  serait  au  pair,  s'il  y  avait  eu  seulement 
75  numéros  placés.  Faisant  le  même  calcul  sur  les 
autres  manières  de  jouer  les  numéros,  on  verra  l'ex- 
cédant de  la  recette  sur  la  dépense  augmenter  d'une 
manière  si  rapide,  que  le  pair  est  atteint  bien  avant  que 
toutes  les  combinaisons  ou  les  arrangemens  soient 
remplis. 

Au  reste,  les  prolits  bien  constatés  de  la  loterie, 
pendant  une  longue  suite  d'années  ,  les  pertes  et  les 
désordres,  malheureusement  aussi  bien  constatés ,  dont 
elle  a  été  la  cause  ,  pour  une  multitude  de  gens  de 
toute  profession,  enivrés  par  ses  espérances  trompeuses, 
parlent  encore  plus  haut  que  les  calculs  précédens  , 
contre  la  faiblesse  qui  fait  hasarder  dans  un  jeu  aussi 
inégal  un  argent    dont    on   pourrait  faire    un    usage 
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profitable  autant  à  l'amélioration  des  mœurs  qu'aux 
avantagea  pin  siques  des  hommes ,  s*il  y  avait  àvs  caisses 
d'épargnes  solidement  établies,  sagement  administrées, 
OÙ  recueillant  les  petites  économies  de  l'ouvrier  labo- 
rieux et  du  domestique  fidèle,  on  leur  préparât  des 
ressources  assurées  pour  le  tems  de  la  vieillesse  et  de* 
infirmités. 

Ceux  qui  veulent  absolument  se  bercer  d'espérances 
frivoles,  ont  retourné  de  toutes  les  manières  les  com- 
binaisons que  présentent  la  constitution  de  la  loterie 
et  les  tableaux  des  nunféroa  sortis  depuis  son  établis- 
sement, afin  d'y  chercher  un  moyen  de  trouver  son 
côté  faible.  Ce  qu'ils  ont  pu  faire  de  moins  déraison- 
nable revient  à  déterminer  des  progressions  de  mises 
croissant  de  manière  qu'un  événement  heureux  dont 
la  probabilité  serait  assez  considérable  ,  pût  couvrir 
la  perte  passée  ;  mais  par  ce  moyen  on  ne  saurait  ar- 
river à  une  probabilité  un  peu  grande  d'obtenir  un  gain 
même  très-faible  ,  qu'en  exposant  une  somme  assez 
forte  pour  que  sa  perte  entraînât  de  bien  plus  graves 
inconvéniens  que  le  gain  ne  pourrait  donner  d'avan- 
tages. Les  pontes  qui  ont  peu  de  fortune  ne  sauraient 
suivre  de  semblables  jeux,  ce  qu'on  appelle  faire  la 
martingale ,  sans  se  gêner  ou  s'obérer ,  et  sont  souvent 
forcés  de  les  abandonner  ,  en  perdant  tout  ce  qu'ib 
y  ont  exposé.  Quant  aux  gens  riches  ,  ils  peuvent  faire 
de  leurs  capitaux  un  emploi  bien  plus  avantageux,  en 
se  livrant  aux  améliorations  de  l'agriculture  ,  au  per- 
fectionnement des  arts  ,  au  développement  du  com- 
merce. Dans  cette  espèce  de  jeu,  dont  on  peut  dire 
que  la  nature  est  le  banquier ,  parce  que  sa  force  repro- 
ductive en  fait  le  fonds  ,  les  pontes  sages  et  éclairés 
augmentent  leur  fortune  en  procurant  à  la  société  un 
accroissement  de  bien-être. 
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De  V Espérance  morale. 

68.  Ce  n'est  pas  seulement  à  un  jeu  inégal  qu'un  homme 
sensé  ne  voudra  point  exposer  une  somme  un  peu  forte) 
dans  l'espérance  d'un  petit  gain  très-probable  ;  il  pen- 
serait encore  ainsi,  quand  même  les  conditions  du  jeu 
seraient  égales  ;  mais  il  se  déterminerait   au  contraire 
aisément  à  risquer    une  faible   somme,    pour   obtenir 
ira  gain  considérable,  et  d'une  probabilité  fort  petite. 
L'un  et  l'autre  de  ces  cas  peuvent  néanmoins  répondre 
à  la  même  espérance  mathématique  ,  puisque  l'équa- 
tion be  =  af  subsistera  toujours,    si,  dans  chacun  de 
ses  membres  l'un   des  facteurs  diminue  dans   le  même 
rapport  que  l'autre  augmente.   L'appréciation  morale 
de  l'événement  diffère  donc  ici  de  son  évaluation  ma- 
thématique.   La  cause    en    e^t    dans   la   disproportion 
entre  les  conséquences  d'une  perte  qui  diminuerait  con- 
sidérablement la  fortune  du  joueur,  et  celles  d'un  gain 
qui  n'y  apporterait  qu'une  très-légère  augmentation.  Il 
est  incontestable  que  la   valeur  absolue  d'une  somme 
d'argent  n'e^t  pas  toujours  la   mesure  précise  de  son 
importance  :  elle  doit  le  plus  souvent  s'estimer  d'après 
les  privations  que  sa  perte  impose,  ou  les  jouissances 
que  son  gain  procure  ;   ce  qui  dépend   de   l'état  de    la 
fortune   de  celui  qui  doit  la  perdre  ou  la  gagner;  mais 
comment  introduire  cette  considération   dans    les    cal- 
culs ?  Quelle  proportion   convient-il  d'établir  entre  le 
bien  possédé   et  les  sommes   éventuelles  ?   Çuelle  for- 
mule ,  satisfaisant  à  toutes  les  conditions  du  sujet ,  doit 
être  substituée  à  celle   de  l'espérance  mathématique  ? 
Enfin  convient-il  d'abandonner  cette   appréciation  des 
événemens  incertains  ?  C'est  ce  que   je    vais  examiner 
•uccessivement. 

69.  Pour  donner    des  baaes   à  l'estimation  relative 
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des  pertes  et  des  gains,  il  paraîtrait  d'abord  indispen- 
sable de  classer  les  objets  de  dépenses  suivant  leur 
degré  d'utilité;  mais  il  serait  bien  difficile  de  former 
de  cette  manière  un  tarif  avoué  par  tout  le  monde. 
I  •  S  aises  ,  le  superflu  même,  auxquels  on  s'est  habi- 
ttté,  sont  .souvent  regardés  comme  faisant  partie  du 
nécessaire,  et  chacun  en  établit  les  rapports  selon  ses 
dispositions  et  ses  goûts.  On  ne  voit  donc  dans  l'idée 
de  perte  et  de  gain  relatifs  ,  que  le  plus  ou  le  mains, 
sentis  d'une  manière  vague  qui  laisse  absolument  indé- 
terminée la  loi  d'accroissement  et  de  diminution  de 
leurs  rapports  d'importance  ;  ensorte  qu'il  n'y  a  d'autre 
moyen  d'y  appliquer  le  calcul,  que  d'établir  une  hypo- 
thèse ,  pour  en  faire  l'épreuve  par  la  comparaison  de 
ses  conséquences  avec  ce  qu'indique  le  simple  bon  sens, 
procédé  qui  ne  saurait  mener  à  des  résultats  précis  , 
mais  conduit  seulement  à  distinguer  le  plausible  de 
l'absurde. 

Ce  qui  se  présente  de  mieux,  au  premier  coup  d'oeil,  est 
de  prendre  pour  mesure  de  l'importance  d'une  somme 
ajoutée  à  un  bien  quelconque,  le  rapport  de  l'une  à 
l'autre ,  et  d'admettre  en  conséquence  que  l'homme 
qui  possède  iooo^r#,  et  qui  gagne  ioc/r',  en  reçoit  un 
avantage  égal  à  celui  que  procure  un  gain  de  ioooc/r* 
au  possesseur  de  iooooo-^r*,  ou  le  gain  de  ifu  à  l'homme 
n'ayant  que  \ofT' 

Dès  que  l'on  fait  entrer  dans  l'appréciation  des 
sommes  éventuelles  ,  la  considération  du  bien  antérieu- 
rement possédé  ,  la  même  somme  acquiert  plus  d'im- 
portance lorsqu'on  la  perd  que  lorsqu'on  la  gagne.  En 
effet ,  le  joueur  qui,  possédant  îccc-^-,  va  risquer  une 
somme  de  icc/r-,  s'expose  à  perdre  la  ice  partie  de 
son  bien;  l'importance  de  cette  somme  pour  lui  est 
représentée  alors   par  77  \  mais  s'il  la  gagne ,  connus 
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il  aura  1  ioo^r,)  la  même  somme  de  lcc•^'',  ne  sera  plus 
que  —de  sa  fortune  ;  elle  aura  par  conséquent  diminué 
de  valeur  morale.  Buffon,  qui  à  propose  cette  hypo- 
thèse, en  conclut  que  le  jeu  le  plus  simple  et  le  plus 
égal ,  celui  dans  lequel  deux  personnes  qui  possèdent 
autant  de  bien  Tune  que  l'autre,  ont  en  leur  faveur  un 
nombre  égal  de  chances  ,  entraîne  toujours  une  perte 
absolue  d'aisance  ,  puisque  l'événement  diminue  plus 
le  bien-être  du  perdant  qu'il  n'augmente  celui  du  ga- 
gnant. Dans  l'exemple  ci  -  dessus  ,  l'estimation  de 
cette  perte  serait  75  —  77  =  -~  ;  dans  celui  de  Buffon , 
la  somme  éventuelle  étant  la  moitié  de  la  fortune  des 
joueurs  ,  les  valeurs  morales  de  la  perte  et  du  gain  sont 
exprimées   par   i  et  3,  dont  la  différence   est  £  (*). 

En  général  ,  soit  a  le  bien  antérieur,  et  «s  la  somme 
éventuelle  ;  l'importance  de  cette  somme  sera  expri- 
mée par 

et  a, 

-  ,  comme  perte ,     — - —  ,   comme  gain , 

a  a  -f-  * 


et 

et   la  différence  par  — ; — ■ — -. 
*        a{cL-\-a) 


Ceci  conduit  naturellement  à  chercher  la  valeur  de 
la  perte  d'une  importance  équivalente  au  gain  a..  Soit 
x  cette  perte;  on  aura 

x  u.  _.   .  a*  u, 

-  = ,       dou       x  =  — ■ —  = . 

a        a  -f-  «  a-J-*  » 

1  -f 

a 

On  voit  par  la  dernière  expression  de  x ,  que  sa  va- 
leur  approchera   d'autant  plus    de  «,  que   la  fraction 

-  sera  plus  petite;   ensorte    que  le  gain    et   la    perte 

(*)  Essais  d'Arithmétique  morale ,  p.  6ç)  du  t.  IV  du  Supplc- 
ment  de  l'Histoire  naturelle,  édition  in--j°. 
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ne  peuvent  et  lie  importance  que  lorsqu'ils  sont 

infiniment  petits  par  rapport  au  bien  antérieur. 

70.  CTest  dans  cet  état  que  Daniel  Bernculli  les  con- 
sidère d'abord ,  et  suppose  que  leur  valeur  morale  ou 
leur  importance  ,  qu'il  désigne  par  le  mot  latin  emo- 
lumentum,  est  en  raison  inverse  du  bien  antérieur  (*). 
Il  conçoit  ensuite  qu'un  bien  quelconque  est  produit 
par  l'accumulation  d'un  nombre  infini  de  petits  ac- 
croi>>emcns  dont  chacun  y  ajoute  un  degré  d'impor- 
tance proportionnel  à  son  rapport  avec  le  capital  déjà 
formé.  La  somme  de  tous  ces  degrés  compose  l'impor- 
tance ou  la  valeur  morale  de  la  somme  produite  ainsi. 
En  désignant  par  u  les  petits  accroissemens  du  capi- 
tal,  par  a,  a}  a",  a'"...x  sis  valeurs  successives,  et 
par  k  un  nombre  constant,  l'importance  du  capital  x 
sera  exprimée  par  la  suite 

Ha       ,     lia,           ha,            liée                            ha 
—    +-T    +—    +— "f  — > 

a  a  a  a  x  —  « 

dont  la  somme,  lorsqu'on  suppose  a  infiniment  petit, 
s'obtient  avec  la  plus  grande  facilité  par  le  calcul  inté- 
gral (Voyez  la  note  III.).  Avec  ce  secours,  on  trouve 

x 

h  1  -    pour  la  mesure  de  l'importance  cherchée. 
a    r 

Pour  s'assurer  que  cette  mesure  remplit  la  condition 
demandée ,  il  suffit  de  connaître  le  développement  du 
logarithme  en  série  (  Voyez  le  Compltm.  des  Eleva. 
d'Algèbre.*)  ',   car  si  on  suppose   que  x  se  change    en 

x  -|-  *  >   l'expression  1  -  devenant  1  ( : J  s'accroîtra 


(*)   Comment arii  Academiœ  Petropolitanœ ,  t.  V,  p.   175. 
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de  la  quantité 

tandis   que  la  suite  posée   plus  haut  s'augmentera  du 

terme    — ;   et  ces  accroissemens  approcheront  d'autant 
x  m 

plus  de  l'égalité  ,   que  <*  sera  plus  petit. 

Le  diviseur  a  désigne  ici  un  bien  primitif  au  dessous 
duquel  ne  saurait  tomber  la  valeur  de  x  ,  qu'on  ne  peut 
pas  supposer  négative  ;  car ,  comme  le  remarque 
Bernoulli ,  il  n'y  a  que  l'individu  mourant  actuelle- 
ment de  faim,  duquel  on  pui=se  dire  qu'il  ne  possède 
rien  absolument,  u  Celui  qui  se  procure  en  mendiant 
n  une  somme  annuelle  de  10  pièces  d'or,  n'en  accep- 
t>  terait  pas  5o  sous  la  condition  de  renoncer  à  ce 
»  moven  de  gagner  sa  vie  ,  aussi  bien  qu'à  tout  autre.  Il 
r>  en  est  ainsi  de  ceux  qui  ne  vivent  qu'en  empruntant. 
m  Pourraient-ils  s'interdire  à  jamais  cette  ressource, 
91  moyennant  une  somme  plus  considérable  même  que 
r>  celle  qui  les  libérerait  de  leurs  dettes  ?  Si  donc  le 
31  mendiant  et  l'emprunteur  ne  veulent  pas  renoncer 
vt  à  cette  sorte  de  profession  ,  le  premier,  à  moins  d'un 
»  capital  de  iod  pièces  d'or,  et  le  second,  à  moins 
:■>  d'un  capital  de  iooo,  nous  regarderons  l'un  comme 
31  riche  de  ioo  pièces,  et  l'autre  de  1000,  quoique, 
y>  dans  le  langage  ordinaire,  on  dise  que  l'un  n'a  rien, 
31  et  l'autre  moins  que  rien.  31  En  général ,  le  bien  pos- 
sédé par  un  individu  est  au  moins  représenté  par  la 
subsistance  qu'il  tire  de  l'emploi  de  sa  force  et  de  son 
industrie,  et  ne  s'anéantit  qu'avec  sa  vie. 

71.  Si  nous  représentons  par  v  l'importance  du  ca- 

8.. 
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pitalx-,   et  par  y    celle  du  capital  a;',  nous  aurons 

y'_  y    —    k  1-  —  h  \-    ==   k\    -. 

■*  .    J  a  a  x 

Supposons  maintenant  ,  comme  dans  le  n°  69  ,  que  a 
soit  un  bien  et  a  une  somme  éventuelle  quelconques  ; 
en  posant  x  =  a  ,  x'  =  a  -}-  «  et  x'  =  a  — * ,  l'im- 
portance de  la  somme  «  sera  exprimée  par 

G  — f—  &*■  Cl  —  et 

h  1  ,  comme  gain  ,     k  1 ,   comme  perte  , 

a  g. 

«t  négative  dans  le  dernier  état. 

Pour  déterminer  la  perte  x  dont  l'importance  serait 
égale  à  celle  du  gain  a,    nous  poserons 

,  .  a  —  x        7  ,  a  -f-  et         .,    ,  a  a-\-  et 

—  kl =  k  1 ,     a  ou      =2 , 

a  a  a —  x  a 

au 


et    x  = 


Cette  valeur  est  la  même  que  celle  qui  résulte  de  l'hy- 
pothèse de  Buffon,  quoique  d'ailleurs  cette  hypothèse 
fasse  croître  bien  plus  rapidement  que  celle  de  Bernoulli 
l'importance  des  pertes.  Ainsi  deux  hypothèses,  fort 
éloignées  l'une  de  l'autre ,  satisfont  donc  aux  seules 
conditions  que  le  sujet  impose  au  premier  coup  d'oeil , 
savoir,  celle  de  diminuer  le  prix  des  sommes  éven- 
tuelles, a  mesure  que  le  bien  antérieur  est  plus  con- 
sidérable, et  de  donner  plus  d'importance  à  la  perte 
qu'au  gain.  On  pourrait  trouver  une  infinité  d'autres 
hvpothèses  qui  en  feraient  autant-,  mais  celle  de  Ber- 
noulli parait  la  plus  plausible,  parce  qu'elle  descend 
aux  élémens  mêmes  dont  se  forment  les  capitaux,  et 
que  c'est  en  effet  par  les  très-petites  sommes  qu'on  peut 
perdre  ou  gagner  avec  indifférence,  que  le  sentiment 
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commun  fait  apprécier  les  divers  états  de  fortune. 
«  Il  s'embarrasse,  dit-on,  de  perdre  un  écu ,  comme 
n  moi  de  perdre  un  sou.  v>  C'est  comme  si  on  disait  : 
«  Un  écu  est  à  sa  fortune  ce  qu'un  sou  est  à  la  mienne." 
72.  Aux  valeurs  absolues  des  sommes  attachées  à  des 
événemens  incertains  ,  Daniel  Bernoulli  substitue  les 
valeurs  morales ,  ou  l'importance  des  capitaux  résul- 
tant des  modifications  que  ces  événemens  apportent 
à  la  fortune  du  joueur.  Si,  par  exemple,  des  événe- 
mens dont  tes  probabilités  sonte,^,  g,  doivent  pro- 
duire des  sommes  «,  /3,  y,  et  que  a  désigne  le  bien 
antérieur,    au  lieu  de  l'espérance  mathématique 

e*+ffi  +gv  (61), 
on    prendra 

Y  =  k  ie  1  S±i  +/1  i±I  +  g  1  ^±4 

(  a  a  °         a     ) 

pour  la  valeur  morale  de  la  fortune  du  joueur  qui 
attend  ces  événemens.  C'est  lace  que  Bernoulli  nomme 
la  mesure  du  sort  {mensura  sortis)  ;  et  ce  que  M.  Laplace 
appelle  fortune  morale  (*),  par  opposition  à  la  for- 
tune physique  >  c'est-à-dire  à  la  valeur  absolue  du  ca- 
pital ayant  une  importance  équivalente.  En  désignant 
ce   capital   par   X ,   on  aura 

r==*l  -,     d'où      X=(a  +  uY(a  +  ty  (a  +  7y, 
a 

à    cause   que  e  -{-  f  -\-  g  —  \    (12). 

Si  l'on  cherchait  l'équivalent  du  gain  ou  ce  que 
M.  Laplace  appelle  espérance  morale,  il  faudrait  faire 
X==  a  -f-  x  ,   ce  qui  donnerait 

x  =  (a  +  *)<  (a  -f  fi)f  (a  +  y}*  —  a. 
(*)   Théorie  analytique  des  Probabilités    p.  433. 
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En  développant  les  puissance-,  et  les  multiplications 
indiquées  d. u  s  le  second  membre  ,  et  se  bornant  aux 
tenues  ou  les  soinnies  éventuelles  a,  /3,  y  ne  s'élèvent 
qu'a   la  première  puissance,   on  trouvera 

ce  qui  se  réduit  à 

X  —e*  -f-  fi  -f-  gy  , 
puisque  e  +f+  g  —  1  ,   t  -\-f-hg—  i«=o. 

Ce   résultat,  le  même  que  l'espérance  mathématique, 

montre  que  Y  espérance  morale  a  sensiblement  la  même 
valeur  ,  lorsque  les  sommes  éventuelles  sont  très-pe- 
tites par  rapport  au  bien  antérieur ,  conséquence  qu'il 
ne  faut  pas  perdre  de  vue  ,  et  qui  suit  également  de 
toutes  les  hvpothèses  qu'on  pourrait  faire  sur  l'impor- 
tance des  sommes  éventuelles. 

Voici  les  principales  applications  que  Daniel  Bernoulli 
fait  de  sa  formule. 

70.  Premièrement ,  il  cherche  le  sort  d'un  joueur 
possédant  100  pièces,  et  ayant  la  probabilité  {  d'en  ga- 
gner ou   d'en  perdre  5o.  Dans  ce   cas  , 

e  =-  ,  f=  -y  g-=o,  a=ioo,  «:=5o,  /3— — 5o, 

il   vient 

X=  (ico-{-5o)a(5o)"a  —  v/5o.i5o  =  87: 

ce  joueur  aurait  donc  i5  de  perte  sur  son  état  pri-^ 
mitif;  elle  se  réduirait   a  6,  si  l'on  faisait  ar=20o. 

74.  Dans  la  seconde  question  ,  .Bernoulli  suppose 
qu'on  demande  à  un  négociant  une  somme  de  80c  pièces 
pour  lui  garantir  {ou  assurer)  le  prix  de  marchandises 
dont  la  valeur  s'élève  à  îooco  pièces  ,  et  qui,  devant 
être  transportées  par  mer  ,  seront  exposées  à  un  risqua 
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de  perte  dont  la  probabilité  est  y-  t  c>onvient-il  à  ce 
négociant  d'accepter  le  marché  qu'on  lui  propose?  Pour 
en  juger  comparons  les  valeurs  physiques  de  la  fortune 
de  ce  négociant,  lorsqu'il  court  les  risques  du  trans- 
port, et  lorsqu'il  accepte  la  garantie  (ou  Y  assurance) 
qui  lui  est  offerte.  Désignera  toujours  par  a  le  bien 
qu'il  possède  ,  outre  les  marchandises  énoncées  dans 
la  question,  et  faisons 

iq  ] 

a  r=  1  cooo .       e  =  —  .       f  =  —  ; 

20  J  20 

l'expression  générale  de  X  donnera ,  pour  le  pre- 
mier  cas , 

0-f-  ioooo)2°aa<>, 

et  a-f-qsco  pour  le  second  ,  dans  lequel  il  y  a  une  perte 
certaine  de  800  pièces.  Donc,  selon  que 

)  q         1 

(a  -f-  icoco)*°  a2j  <  ou  >  a  -f-  9200  , 

la  garantie  proposée  donnera  un  avantage  eu  un  dé- 
savantage moral  au  négociant. 

De  là  résulte  une  détermination  de  a  ou  du  bien 
qu'il  doit  posséder ,  pour  pouvoir  rejeter  cette  assu- 
rance ,  et  ce  sera  la  valeur  de  a  qui  satisfera  à  l'é- 
quation 

1  q       i 

(a  -f-  icooo)îo  a20  ce  a  -f-  9200  , 

puisqu'elle  est  la  limite  qui  sépare  l'avantage  du  désa- 
vantage. Cette  équation  ,  traitée  par  rapporta  la  lettres, 
suivant  les  procédés  indiqués  pour  résoudre  par  approxi- 
mation les  équations  numériques,  donnera  a  =  $QjÇ5. 
Tant  que  le  négociant  possède  moins  que  cette  somme, 
la  formule  de  Bernoulli  lui  prescrit  de  faire  assurer 
ses  marchandises. 

Il  n'en  est  pas  de  cette  formule  comme  de  celle  de 
l'espérance  mathématique  \  les  conditions  ny  sont  pas 


130  TRMTK    ELEMENTAIRE 

les  mêmei  pour  chacun  des  joueurs  ;  aussi  pour  com- 
pléter la  a  lu! i<>n  du  problème  qui  nous  occupe  ,  Ber- 
nouîli  cherche-t-il  le  bien  que  doit  posséder  celui  qui 
offre  la  garantie  (ou  Y  assureur).  En  désignant  ce  bien 
par  6,  on  trouvera  que  la  valeur  physique  de  la  for- 
rut.e  cîe  L'assureur  est,  par  suite  de  sa  spéculation , 

(6_L.  8cc)aû(i  —  9300)"; 
et  l'égalant  à  b  ,  on  aura  l'équation 

i  9  f 

(b  -f-  8oc)4j  (b  —  gaoo)1*  ~.  6 , 

qui  doit  déterminer  la  valeur  de  b ,  au-dessous  de  la- 
quelle l'a^ureur  aurait  tort  de  se  livrer  à  la  spécula- 
tion qu'il  a  entreprise;  cette  somme  est  i4^4^  pièces. 

Il  faudrait  qu'il  en  possédât  au  moins  29878 ,  pour 
pouvoir  ne  demander  au  négociant  que  Goo  pièces  au 
lieu  de  8co ,  les  risques  demeurant  les  mêmes;  et  ce- 
lui-ci aurait  tort  de  rejeter  l'offre,  tant  que  son  bien 
ne  s'élèverait  pas  à  20478  pièces.  Ces  nombres  se  dé- 
terminent comme  les  précédens  }  en  substituant  seule- 
ment 600  à  800. 

76.  Quand  on  ne  considère  que  la  valeur  de  l'es- 
pérance mathématique,  on  trouve  qu'il  est  indifférent 
de  risquer  une  somme  dans  un  seul  hasard,  ou  de  la 
partager  entre  plusieurs  hasards  ayant  la  même  proba- 
bilité que  celui-ci  ;  par  exemple  ,  de  la  placer  sur  un 
seul  vaisseau,  ou  de  la  répartir  entre  plusieurs ,  lorsque 
le  risque  de  perte  est  le  même  pour  tous  ces  vaisseaux. 
En  effet,  a  désignant  cette  somme,  r  le  nombre  des 
vaisseaux,  dont  sur  m-J-n,  il  s'en  perd  n\  toutes  les 
chances  de  leur  arrivée  seront  comprises  dans  la  formule 

Cm  4-  ii)T  =  mT  4- -  mr~'n  -f-  7(/~~li  mJ-^ri1 
1  1.2 

Kr 00' 2)  r      ■>      ■       , 

-f-  — ^ç — -mr-V  +  etc.; 

1 .2.0 
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la  mise  a  étant  partagée  entre  les  r  vaisseaux,  l'ar- 
rivée de  tous  ces  vaisseaux  vaudra  une  somme  —  \   celle 

r 

de  r  —  1,  une  somme  (r — i)-,  et  ainsi  de  suite.  Mul- 
tipliant donc  par  ces  sommes  les  termes  qui  leur  cor- 
respondent ,  on  verra  sans  peine  que  le  produit  revient  à 

=  ma  (m  -f-  n)r~ '  ; 

et  divisant  par  C7n  +  72)S   ^  en  résultera pour 

m  -f-  n 

l'espérance  mathématique,  de  même  que  si  l'on  n'avait 
considéré    qu'un  seul  vaisseau. 

La  formule  de  Bernoulli  paraît  plus  d'accord  avec 
l'opinion  commune  ,  qui  porte  à  diviser  les  sommes 
aventurées.  Pour  le  montrer,  il  détermine  successive- 
ment le  sort  d'un  marchand  qui ,  possédant  4^oo  pièces, 
et  attendant  par  mer  pour  8ooo  pièces  de  marchandises, 
fait  charger  ces.marchandises,  soit  sur  i  ,  soit  sur  2  vais- 
seaux dont  la  probabilité  d'arrivée  est-^%.  Dans  le  pre- 
mier cas,  la  valeur  physique  de  la  fortune  de  ce  né- 
gociant est 

JL  _L 

(  1  2000)  »  °  (4000)  '  °  =3   1 075  1 . 

Le  second ,  offrant  trois  événemens  composés  dont 
les  probabilités  sont  (-\Y  ,  2-&.V7,  (-^)2  (20),  et  qui 
donnent  «e  —  8000 ,   /3=4ooo,   7  =  0,   conduit  à 

(12000)  ~(8ooo)  l~(4ooo)~=  no33. 
En  retranchant  de  ces  sommes  les  40°°  pièces,  bien 
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antérieur  que  possède  le  négociant,  on  aura  675 1  et 
7o33  pour  les  valeurs  morales  des  sommes  éventuelles 
qu'il  attend.  Par  la  formule  de  l'espérance  mathéma- 
tique ,  on  trouvera  8oco  X  75  ==  7200,  somme  plus 
forte,  mais  dont  les  résultat^,  tirés  de  la  formule  de 
Bernoulli,  l'approcheront  d'autant  plus  que  les  mar- 
chandises seront  réparties  *ur  un  plus  grand  nombre 
de  vaisseaux. 

j$.  Ce  géomètre  termine  le  mémoire  dont  je  donne 
l'extrait,  par  la  solution  du  problème  qui  fit  naitre  les 
premiers  doutes  suf  l'évaluation  de  l'espérance  mathé- 
matique ,  adoptée  sans  discu^ion  par  les  inventeurs  du 
calcul  des  probabilités.  Il  fut  proposé  à  Montmort,  par 
Nicolas  Bernoulli  (*) ,  et  reçut  le  nom  de  problème  de 
Pétersbourg ,  à  cause  sans  doute  de  la  mention  qu'en 
a  faite  Daniel  Bernoulli ,  dans  les  Mémoires  académiques 
de  cette  ville.  Voici  l'énoncé  qu'on  y  trouve  :  Pierre  se 
proposant  de  jeter  en  Pair  une  pièce  de  monnaie ,  pro- 
met de  donner  à  Paul  1  ducat  si >  dès  le  1"  coup  ,  cette 
pièce  étant  tombée ,  montre  la  face  ;  2.,  si  cela  n'ar- 
rive qu'au  Ie  coup:  4;  si  ce  n'est  qu'au  3',  et  ainsi 
de  suite  ,  en  doublant  à  chaque  coup  ;' on  demande  le 
sort  de  Paul.  Cette  sorte  de  jeu  se  nomme  en  français 
croix  ou  pile  y  pile  désignant  la  face  qui  doit  paraître  : 
il  revient  au  jet  d'un  dé  qui  n'aurait  que  deux  faces. 

En  appliquant  le  calcul  aux  conditions  indiquées  ci- 
dessus  ,  on  trouve  pour  Paul  les  probabilités 

111  1 

ï*     4'     8' s? 

de  gagner 

1,      2,      4> 2*~l  ducats , 


(*)  Analyse  des  jeux  de  hasard,  p.  402  >  5e  problème. 
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selon  que  pile  n'arrivera  qu'au 

ier,    2e,     3e , ne  coup; 

son  espérance  mathématique  de  gain  vaudra  donc 

I.1+£+».4 -+*-:*"  =*=" 

2         ^4        ~  8    ^  2"  2 

Or ,  puisqu'il  n'est  pas  impossible  que  pile  n'arrive 
qu'après  un  nombre  de  coups  ,  plus  grand  que  tel  nombre 
qu'il  plaira  d'assigner,  ne  s'ensuit-il  pas  qu'avant  de 
commencer  le  jeu ,  il  faut  supposer  ce  nombre  in- 
fini ?  La  mise  de  Paul  doit  donc  être  infinie  ;  mais 
quel  homme  sensé  voudra  risquer  à  ce  jeu  ,  non  pas  une 
somme  infinie  ,  ce  qui  est  absurde ,  mais  même  une 
.somme  tant  soit  peu  forte  :  voilà  le  paradoxe  que  les 
géomètres  ont  cherché  à  expliquer  ou  à  éviter. 

Quelques-uns  ont  pensé  qu'on  lèverait  toute  difficulté, 
soit  en  fixant  pour  le  maximum  de  gain  une  somme 
tellement  grande  qu'on  dût  regarder  comme  absolu- 
ment inutile  tout  ce  qu'on  pourrai"  y  ajouter,  puisqu'on 
n'en  saurait  faire  aucun  emploi ,  ou  bien  en  fixant  une 
probabilité  assez  petite  ,  pour  qu'on  pût  la  consi- 
dérer comme  nulle,  et  regarder  comme  impossible 
l'événement  auquel  elle  répond.  Par  la  première  consi- 
dération,  on  place  le  terme  du  jeu  au  coup  dont  le 
gain  rapporterait  la  somme  prise  pour  limite  de 
celles  qu'il  est  utile  de  posséder.  Cramer  proposait 
pour  cette  limite  ,  le  nombre  marqué  par 

2*4  =  16  777  21 6  , 

en  prenant  l'écu  pour  l'unité.  Si  l'on  y  substituait  le 
ducat,  employé  dans  l'énoncé  du  problème,  le  jeu  fi- 
nirait au  25e  coup,  et  la  mise  do  Paul  se   réduirait  à 
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12  £.  Mais  si  l'on  regarde  comme  superflue  toute  aug- 
mentation faite  à  la  somme  :r4,  pourquoi  ne  se  borne- 
rait-on pas  ausSï  bien  à  la  somme  2a*  —  1  ,  qui  en 
diffère  si  peu  ;  et  en  continuant  ainsi  de  proche  en 
proche,    où   >*arn'terait-on  ? 

Si  on  coulait  terminer  le  jeu  lorsqu'il  y  a  une 
probabilité  très-voisine  de  l'unité  que  pile  a  dû  arriver, 
et  une  probabilité  contraire  aussi  petite  que  celle  qu'on 
est  convenu  de  regarder  comme  nulle,  en  prenant 
— ^— -  pour  celle-ci,  le  jeu  devrait  finir  au  1 3e  coup, 
puisque  la  probabilité  de  n'amener  pile  qu'au  14e 
â$jg4.  Dans  cette  détermination  ,  la  mise  de  Paul  ne 
serait  que  de  6  ducats  et  à  ;  mais  si  on  regarde  comme 
nulle  la  probabilité  -  '0O,  et  la  fraction  -r~z  comme 
la  certitude  morale  ,  ainsi  que  le  voulait  Bufïon,  que 
ferait-on  pour  les  probabilités  fff  §  et  loo"  »  CJU1  dif- 
fèrent très-peu  de  la  précédente  r  II  e^t  donc  impos- 
sible d'assigner  des  limites  aussi  fixes  à  des  évaluations 
qui  conservent  toujours-quelque  chose  de  vague.  Je  re- 
prendrai ces  considérations  dans  la  suite  ;  mais  ce  que 
je  viens  de  dire  suffit  pour  conclure ,  avec  Daniel 
Bernoulli  et  Condorcet,  que  les  explications  précédentes 
sont  peu   fondées. 

77.  La  formule  de  Bernoulli  entre  mieux  dans  la 
difficulté ,  parce  qu'elle  ne  met  aucun  terme  à  la  du- 
rée du  jeu.  En  désignant  par  a  le  bien  de  Paul,  et 
par  x  ce  qu'il  doit  mettre  au  jeu,  son  avoir  sera,  si 
pile  arrive 

au  ier  coup,  a — x-\-\  -,  au  2e,  a — x-j-2;  au 3e,  a — x-f-4, 

correspondant  à  des  probabilités 

1  1  1 

2>  4'  8> 

ce  qui  donne  pour  la  valeur  physique  de  la  fortune , 
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d'après  les  conditions  du  jeu , 

ii- 
X  —  (a— ar-f-i  f  (a— x-f*)4  (a— x+4)"  .  etc. , 

qu'il  faudra  égaler  au  bien  antérieur  a,  pour  expri- 
mer que  le  sort  de  ce  joueur  n'est  pas  changé  :  on 
aura  donc  l'équation 

i  i  i 

a  =  (a-x+ 1)2  (a— x-f-2)4  (a— J>H)*  -etc-  > 

dont  le  second  membre  doit  renfermer  un  nombre  in- 
fini de  facteurs. 

On  ne  tirerait  pas  aisément  d'une  semblable  équa- 
tion les  valeurs  de  x\  mais  en  faisant  a — x  ==  a, 
elle  devient 

a  =  (a'+if  (a+zfi  (a+4f  (a'+Sy*  .  etc. , 

et  conduit  à  la  valeur  de  a  par  celle  de  a  ,  d'où  l'on 
déduit  ensuite  celle  de  x.  On  peut  la  mettre  sous 
la  forme 

a  — Ie  .21 .41  .8^. etc.  X 

où  l'on  voit  que  les  facteurs  du  second  membre  dé- 
croissent toujours,  et  ont  pour  limite  l'unité,  puisque 
dans  leurs   expressions   générales 


n —  1 
a* 


•  et  v+h=0  ' 


l'exposant  tend  à  s'anéantir. 

Si  on  prend  les  logarithmes  de  chaque    membre,:! 
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Tiendra 

La  série  qui  multiplie  I2   se  décompose  en 

la  première  partie  du  second  membre  a  donc  pour 
limite  I2.  Quant  à  la  seconde  partie,  elle  devient 
assez  convergente  lorsque  a  n'est  pas  considérable ,  et 
tend  à  se  convertir  en  une  progression  par  quotiens  , 
parce  que  le  logarithme  de  1  -f-  z  approche  de  plus  en 
plus  d'être  proportionnel  à  z,  lorsque  cette  quantité  est 
une  fraction  qui  décroît  sans  cesse;  et  comme  alors 
1  (i-f--)  <[o,4^4zj  il  est  facile  de  s'assurer  que  la  valeur 
de  a  reste  finie,  tant  que  a  est  fini,  ce  qui  détruit  le 
paradoxe. 

Quand  on  fait  a  =:  o  ,  on  obtient  a  =  2;  cela  veut 
dire  que  si  Paul  ne  po^édait  que  2  ducats,  et  qu'il 
les  mit  à  ce  jeu ,  la  valeur  morale  de  son  avoir  ne 
changerait  pas. 

Si  l'on  pose  a — :r  =  ico,  et  qu'on  emploie  10 
termes,  on  trouvera  que  a  —  ko4,38,  à  moins  de  y^  près  ; 
d'où  xz=  4,38  (*). 

78.  De  ce  que  la  formule  de  Daniel  Bernoulli  pa- 
rait satisfaire  assez  bien  aux  diverses  épreuves  où  nous 
l'avons  mise,  s'ensuit-il   qu'il  faut  la  substituer  à  celle 

(*)  Apri-s  des  calculs  un  peu  différons  des  precc'dens  ,  on  lit  dans 
la  Théorie  analytique  des  Probabilités  (p.441/;  «  =  107,89} 
mais,  c'est  piobabJoinent  une  faute  d'impression. 
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de  l'espérance  mathématique?  Condorcet  ne  le  pensait 
pas,  et  avant  lui  ,  ISicolas  Bernoulli  (neveu  de  Jean) 
était  du  même  avis.  Voici  l'exposé  de  leurs  motifs. 
ISicolas  Bernoulli  ne  voyait  dans  les  résultats  de  la 
première  de  ces  formules  ,  que  des  conseils  propres  à 
éclairer  les  personnes  qui  voudraient  se  livrer  à  des 
spéculations  sur  le  hasard  ,  et  non  pas  des'règles  pour 
établir  un  partage  équitable  entre  des  joueurs.  Daniel 
Bernoulli ,  qui  nous  a  fait  connaître  cette  opinion  de 
Nicolas  ,  déclare  lui-même  ,  au  commencement  de 
son  Mémoire,  qu'un  tribunal  devrait  suivre  d'autres 
principes  que  ceux  qui  servent  de  fondement  à  sa  for- 
mule. Placer  deux  joueurs  dans  une,  situation  telle 
qu'aucun  d'eux  n'ait  l'avantage  sur  l'autre,  ce  que 
fait  la  règle  des  paris ,  e^t  aussi  ce  que  prescrit  la 
justice  rigoureuse  (*).  La  formule  de  Bernoulli,  qui 
met  au  contraire  une  différence  entre  les  deux  joueurs  , 
en  favorisant  celui  qui  a  le  moins  de  fortune ,  est  des- 
tructive de    toute    convention  de  jeu.  L'une  des  pai- 


f  *  )  Quod  cùm  nulla  sit  ratio  ,  cr.r  expectanti  pius  tribtu 
debeat  uni  quàui  alteri  ,  unicuique  aeqnae  sint  adjudicandae 
pattes;  rationes  antem  nullas  considerari ,  quœ  personarum 
statum  respiciant ,  solasque  ilias  perpendi ,  quœ  ad  condilio- 
nes  sortis  perlineant.  Talem  sentenliam  feront  judices  supremi 
publu  à  avetoritate  constituti ,  at  vero  hoc  loco  non  judicia  sed 
comsilia  danda  sunt  ;  regulœ  nempè  ,  quibus  'quisque  suam 
sibimet  esliniare  debeat  sortent  pro  diversd  rerum  sunrum  rons- 
titutione.  YoiKi  sous  quel  point  de  vue  Daniel  Bernoulli  présente 
ses  principes   f  pag.   i;5  —  17G  du  Mem.  cite). 

Voyons  à  présent  ce  qu'il  rapporte  de  la  lettre  de  Jacques  Ber- 
noulli. Is  vero  testâtes  est  nequaquam  sibi  dispficere  meam  de 
mensuro  sorlium  sententiam^  si  modàquivis  sua?  sortis  astiniator 
sit ,  aliter  vero  si  rem  habere  ,  si  terlius  instar  judicis  secundùm 
equitatem  et  justiliam  unicuique  collusorum  sortent  assignait 
debeat.  Et  il  ;:joute  :  Id  xpsfparittr  in  §  2  exposui  v'pag.  189 — 190 
du  Mém.  cite). 
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,  en  consultant  aes  intérêt*  et  >a  situation  parti- 
culière ,  ptut  bien  sentir  que  la  perte  lui  portant  un 
plus  grand  dommage  ,  il  lui  serait  avantageux  de  dimi- 
suer  sa  mise  et  d'augmenter  son  gain  -,  mais  l'autre 
partie  peut-elle  consentira  un  pareil  arrangement  r  Le 
mal  ne  serait  pa^  grand,  sans  doute,  s'il  résultait  de 
c  tte  difficulté  de  >'cntendre  un  affaiblissement  dans 
Je  goût  du  jeu  ;  mai->  pour  prononcer  sur  le  mérite  de 
la  formule  de  Bernoulli,  il  faut  examiner  si  la  théo- 
rie ordinaire  des  probabilités  ne  motive  pas  aussi  bien 
les  conseils  donnés  par  le   seul   emploi   de  la  raison. 

te  théorie  établissant  la  nécessité  de  répéter 
du  ha:ard  un  nombre  de  fois  déplus  en  plus 
considérable  pour  atteindre  à  des  probabilités  un  peu 
fortes,  de  ne  pas  perdre  au-delà  d'une  certaine  por- 
tion ,  non  de  la  première  mise  .  mais  de  la  somme  de 
toutes  (63) ,  somme  qui  va  toujours  croissant,  n'en 
iltt-t-il  pas  naturellement  le  conseil  de  ne  pas 
nturer  des  sommes  considérables  dans  un  jeu  même 
égal,  lorsqu'on  ne  peut  pas  en  répéter  souvent  l'épreuve, 
et  par  conséquent  de  n'exposer  chaque  fois  qu'une  très- 
petite  partie  de  ce  que  l'on  possède  ?  La  formule  de 
Bernoulli,  dira- t- on,  fait  plus;  elle  donne  une 
mesure  précise  de  l'influence  que  ce  conseil  doit 
exercer  sur  le  joueur.  A  cela  on  peut  répondre,  d'après 
ce  qui  a  déjà  été  dit  dans  le  n°  69 ,  qu'il  ne  faut  pas 
attacher  à  des  valeurs  numériques  déduites  d'hypoth< 
qu'on  peut  varier  de  bien  des  manières,  plus  d'impor- 
tance qu'elles  n'en  ont  réellement  ;  et  Daniel  Bernoulli 
m'en  fournira  lui-même  la  preuve.  Il  observe  qu'un 
homme  dénué  de  fortune,  n'ayant  que  la  probabilité 
^  de  gagner  une  somme  de  2^cccfr'  ,  par  exemple  , 
aurait  tort  de  ne  pas  céder  cette  espérance  pour  o,ooc-fr-, 
quoique  sa  valeur  soit  icccc^r-,  suivant  la  règle  ordi- 
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imire.  Voyons  ce  que  donne  la  sienne.  Soit  toujours  a 
le  bien  antérieur;  la  fortune  physique  du  possesseur 
de  l'espérance  dont  il  s'agit  serait 

{a  -f-  20000) *  aa . 

Souvenons-nous  que  a  ne  peut  jamais  être  nul  (70)  , 
«t  faisons  a  =  5oc^r-,  ce  qui  est  bien  au-dessous  du 
capital  le  plus  faible  auquel  puisse  répondre  le  prix 
annuel  de  l'industrie  d'un  homme  ;  nous  trouverons 
V/5oo.2o5co  =  32o2  environ,  d'où  retranchant  5oo 
il  restera  i-jo^r- ,  somme  très-inférieure  à  iococ^r*  ; 
mais  pouvons-nous  dire  que  c'est  bien  là  le  minimum 
de  ce  qu'il  peut  accepter  en  échange  ?  Ne  peut-il  pas 
se  trouver  dans  une  situation  qui  "lui  impose  l'obligation 
de  se  contenter  à  moins  ?  N'est-ce  pas  avec  rajson  que 
Bernoulli  lui-même  dit  que  2400  pièces,  pour  un 
homme  qui  en  possède  déjà  autant,  mais  qui  en  a 
besoin  de  4800  pour  racheter  sa  liberté ,  ont  beau- 
coup plus  de  prix  que  pour  celui  qui  ne  possède  rien, 
mais  qui  est  libre.  De  semblables  circonstances  ne 
peuvent  être  soumises  au  calcul  ;  et  c'est  abuser  des 
formules,  que  de  les  employer  à  leur  évaluation.  Pour 
se  rendre  compte  comment  iococ/r'  représentent  l'es- 
pérance mathématique  ,  dans  l'exemple  qui  nous  oc- 
cupe ,  il  faut  concevoir  que  ce  hasard  puisse  se  ré- 
péter un  grand  nombre  de  fois  ;  alors  il  deviendra  de 
plus  e]  lus  probable  que  les  pertes  et  les  gains  ba- 
lancés donneront  à  peu  près  iooooJfr-  pour  la  valeur 
moyenne  du  résultat  final. 

79.  Considérée  ainsi  comme  valeur  moyenne  des 
pertes  et  des  gains,  la  formule  de  l'espérance  mathéma- 
tique ne  peut  être  employée  qu'autant  qu'une  telle  valeur 
peut  exister  et  remplacer  la  valeur  réelle ,  qui  est  ineon- 

9 
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nue  ;  or  cela  n'a  pas  lieu  pour  le  problème  de  Péters- 
bour^(-(i).  In  jeu  dont  la  décision  embrasse  un  nombre 
infini  de  coup-;  successifs,  et  qui  par  conséquent  ne  saurait 
être  considéré  comme  devant  se  répéter,  ne  comporte 
point,  par  cette  raison,  de  valeur  moyenne  des  événemens 
divers  qu'il  peut  amener.  Il  ne  faut  pas  même  en  re- 
culer la  limite  à  l'infini  ,  pour  sentir  l'absurdité  qu'il 
y  aurait  à  faire  usage  d'une  valeur  moyenne.  On  a 
déjà  vu  que  Paul  ne  doit  mettre  au  jeu  que  6  ducats^, 
si  on  borne  le  jeu  à  i3  coups;  mais  alors  si  pile  n'ar- 
rive pas,  Pierre  devrait  donner  2,a  =  4°9^  ducats , 
somme  dont  la  perte  ne  serait  réparée  que  par  le  gain 
d'un  nombre  de  parties  trop  grand  pour  qu'on  puisse 
en  concevoir  une  espérance  raisonnable.  Si  on  allait 
jusqu'à  27  coups,  l'unité  étant  1  centime  seulement , 
la  mise  de  Paul  ne  serait  que  i3  centimes  £,  et  Pierre 
pourrait  perdre  1  042  177^,28;  la  probabilité  de. cette 

perte  étant  —,  serait  extrêmement  petite,  mais  non 

pas  encore  nulle. 

La  formule  de  l'espérance  mathématique,  entendue 
comme  elle  doit  l'être  (61),  paraît  donc  d'accord  avec 
les  notions  les  plus  saines  sur  le  jeu  ,  admet  les  consé- 
quences de  ces  notions  ,  et  fortifie  les  leçons  de  la  pru- 
dence ,  en  conduisant  toujours  à  la  nécessité  de  ne 
risquer  que  de  petites  sommes  à-la-fois ,  ce  qui  ne 
permet  de  faire  du  jeu  qu'un  amusement  sans  consé- 
quence. Si  on  s'écarte  de  cette  sage  réserve ,  elle  ne 
peut  plus  qye  mettre  une  parité  exacte  de  danger  entre 
des  hommes  avides  ,  dont  chacun  spécule  sur  la  ruine 
de  l'autre;  c'est  une  sorte  de  duel  dans  lequel  il  faut 
égali-er  les  armes;  car  suivant  l'observation  très-juste  de 
Condorret,  le  but  de  l'appréciation  des  événemens  livrés 
au  hasard,  est  atteint  quand  les  joueurs  sont  placés 
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dans  le  même  état;  mais  on  ne  saurait  faire  que  celui  d'un 
homme  qui  joue  soit  le  même  que  s'il  ne  jouait  pas. 

Si  donc  la  prudence  permet  de  se  livrer  à  des  spé- 
culations sur  les  hasards ,  ce  ne  peut  être  qu'à  celles 
qui  par  leur  nature  doivent  rapporter  au-delà  de  ce 
que  les  probabilités  assignent  pour  l'espérance  mathé- 
matique. Alors,  suivant  l'observation  du  n°  64,  plus 
l'entreprise  est  répétée ,  plus  la  probabilité  du  succès 
augmente.  De  pareilles  spéculations,  dans  les  jeux 
proprement 'dits,  blessent  les  lois  de  la  probité;  et  si 
des  considérations  particulières  permettent  aux  Gouver- 
nemens  de  les  tolérer,  l'opinion  publique,  plus  sé- 
vère, doit  les  flétrir  :  mais  il  en  est  tout  autrement 
des  spéculations  de  commerce,  des  assurances  et  de 
toutes  les  entreprises  où  le  bénéfice  est  acquis  comme 
salaire  d'un  travail  utile ,  et  eu  échange  de  valeurs 
réelles. 
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SECTION  SECONDE. 

Détermination  delà  probabilité  à  posteriori, 
cest  -  à  -  dire  lorsque  le  nombre  total  des 
chances  est  illimité  et  que  ses  rapports  avec  le 
nombre  des  chances  de  chaque  espèce  y  sont 
inassignables. 

80.  v  lu  AND  on  ne  connaît  point  la  forme  du  dé, 
ou  la  condition  de  l'urne  qui  produit  les  événement 
observés  ,  il  faut ,  pour  remonter  à  leur  probabilité  , 
considérer  toutes  les  formes  ou  les  conditions  dont  ils 
peuvent  résulter,  afin  d'en  déduire  une  sorte  de  proba- 
bilité moyenne  qui  approchera  d'autant  plus  d'être  la 
véritable ,  que  le  nombre  des  observations  sera  plus 
grand  (4°)- 

Si,  par  exemple,  on  a  tiré  successivement  d'une 
urne  3  boules  blanches  et  1  noire  ,  en  ayant  soin  de 
remettre  chaque  fois  la  boule  sortie  ,  qu'on  sache  que 
le  nombre  total  des  boules  est  4,  tant  blanches  que 
noires  ,  mais  qu'on  ignore  combien  il  y  en  a  de  chaque 
sorte,  on  pourra  faire,  sur  la  condition  de  cette  urne, 
les  3  hypothèses  ci-dessous  : 

3  j 

3  boules  blanches ,   1  noire ,  d'où  e  =  - ,  f  ==  -, 

4  4 


e  =  4'f=4> 

1     ,       3 
e  =  7>/  =  ~,i 


4'J         4' 


DES   PROBABILITÉS.  l33 

e  désignant  la  probabilité  de  l'arrivée  d'une  boulo 
blanche  ,  f  celle  de  l'arrivée  d'une  boule  noire.  La 
probabilité  de  l'événement  composé  de  la  sortie  de 
3  boules  blanches  et  de  1  boule  noire  ,  étant  exprimée 
par  4eY*  (22)  ,  deviendra  successivement 

27         16         3_ 

64  ■       64'      64* 

La  dernière  hypothèse,  qui  donne  la  plus  petite  pro- 
babilité  pour  cet    événement    composé ,    est  aussi   en 
elle-même  beaucoup  moins  probable  que  les  deux  autres 
hvpothèses  ;   car   si   l'urne   ne   contenait  qu'une  seule* 
boule  blanche ,  il  faudrait  que   cette  même  boule  fut 
sortie  trois  fois  de   suite  ;    on  conçoit  qu'il   y  aurait 
moins   de  difficulté  s'il  y  avait  2  boules  blanches,    et 
encore  moins  s'il  y  en  avait  3.  La  facilité  avec  laquelle 
chaque' hypothèse  amènerait   les  événemens  observés , 
donne  naturellement  la  probabilité  de  cette  hypothèse  ; 
car  plus   elle  offre   de    combinaisons  favorables  à   la 
production   de    ces   événemens  ,    plus  on    a    occasion 
d'en  répéter  le  jugement  de  possibilité  (5  et  6).   C'est 
ainsi    qu'on  a  posé  pour  principe  que  les  probabilités 
des  causes   {ou  des  hypothèses)  sont  proportionnelles' 
aux  probabilités  que  ces  causes  donnent  pour  les  eVé- 
nemens  observés  (*)« 

Dans  l'exemple  actuel,  les  probabilités  des  trois  hy- 
pothèses établies  sont  proportionnelles  aux  nombres 
27  ,  16,   3-  leur  somme  doit   être  d'ailleurs  égale  à 


(+)  Cet  énonce  se  trouve  dans  le  tome  Vides  Savans  étran- 
gers ,  p.  ti23.  Bayes  ,  dans  les  Transactions  philosophiques  de 
1763  (p.  370),  et  Price,  dans  celles  de  17CJ.  (p.  296),  s'étaient 
déjà  occupes  de  ce  sujet  ;  mais  M.  Laplace  Ta  réduit  le  premier 
à  la  forme  analytique  sous  laquelle  on  le  traite  maintenant,  qui 
en  facilite  et  en  généralise  beaucoup  les  applications. 
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l'unité  ,  puisque  l'une  de  ces  hypothèses  a  nécessai- 
rement lieu  (  8  )  :  il  suit  donc  de  laque  chacune  des 
probabilités  dont  il  s'agit  est  égale  au  nombre  qui 
lui  correspond,  divisé  par  la  somme  des  trois  nombres, 
ce  qui  donne  les  fractions 

37  16         3 

46  *      46  '     46" 

On  peut  dire  aussi  que  sur  les  combinaisons  fournie! 
par  l'ensemble  des  hypothèses,  les  127 -f-  1 6 -f- 3  =4^ 
qui  s'accordent  avec  les  événemens  arrivés,  sont  les 
seules  possibles  ,  et  que  la  probabilité  de  chaque  hypo- 
thèse se  détermine  comme  celle  d'un  événement ,  en  di- 
visant le  nombre  de  cas  où  elle  peut  avoir  lieu,  par 
celui  de  tous  les  cas  possibles ,  ce  qui  donne  les  même* 
fractions  que   ci-dessus. 

Enfin  il  faut  remarquer  encore  que  ces  fractions, 
ou  les  probabilités  des  diverses  hypothèses  ,  se  forment 
en  divisant  la  probabilité  de  l'événement  composé  , 
calculée  dans  chaque  hypothèse ,  par  la  somme  de  ses 
probabilités  dans  toutes  les  hypothèses  (*). 

Il  est  facile  de  voir  que  cette  règle  est  générale  ; 
car  si  on  désigne  par  h ,  li  y  h" ,  h"  les  probabilités  des 
diverses  hypothèses  susceptibles  d'amener  l'événement 
compose  qui  a  eu  lieu,    et  par  a}  a ,  a  ,  a    les  pro- 


(*)  En  traitant  l'exemple  ci-dessus,  Condorcet,  de  qui  je  L'ai 
emprunte  (Elémens  au  Calcul  des  Probabilités ,  p.  65),  fait 
cinq  hypothèses,  c'est-à-dire  toutes  celles  qui  peuvent  se  présenter 
quaadon  n'a  pas  égard  aux. événemens  observes.  En  effet ,  on  peut 
alors  supposer  que  les  4  houles  sont  blanches,  ou  qu'elles  sont 
noires;  mais  comme  ni  l'une,  ni  l'autre  de  ces  dernières  hypo- 
thèses ne  saurait  amener  les  événemens  observés  ,  elles  donnent  o 
j)oin  leur  probabilité,  ce  qui  ne  change  rien  au  résultat  obtenn 
ci-dessus. 
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habilites  que  chaque  hypothèse  donne  pour  ces   évé- 


nemens  ,   on  aura 


h  +  y  +  h"  -f-  h'"  =  1  ; 

h:  h'  :  h"  llï"  \\a\a!\aï'  la"; 
d'où  il  résulte 

/,  a        w  —  a'        7,"  —  a°       7,"  —  G" 

n  —  j,>     n  —  ^  >     h         y  »     "=jTf 

T  représentant   a  -f-  a  +  a"  -f*  «*• 

8i.  Quand  on  a  déterminé  la  probabilité  de  chaque 
hypothèse  possible  ,  on  en  déduit  facilement  la  pro- 
babilité des  événemens  qui  peuvent  arriver  aux  tirages 
suivans  ;  dans  notre  exemple ,  celles  d'amener  au  5S 
tirage  une  boule  blanche  ou  une  boule  noire.  Il  n'est 
pas  difficile  de  voir  que  ce  problème  revient  à  celui 
du  n°  19  ,  et  se  résout  par  les  probabilités  composées. 
Les  trois  hypothèses  établies  peuvent  être  considérées 
comme  trois  urnes  différentes  ,  de  l'une  desquelles  doit 
nécessairement  sortir  l'événement  attendu.  La  proba- 
bilité de  cet  événement  se  composera  donc  de  celle 
qu'il  a  dans  chaque  hypothèse,  multipliée  par  celle 
de  l'hypothèse  :  ainsi  on  aura  pour  la  sortie  d'uno 
boule  blanche ,  au  5e  tirage  , 

27       3       16       2   ,     3        1        116 
et  pour  celle  de  la   sortie  d'une  boule  noire, 

46  x  4  +  46  x4  + 46  x  4  —  184' 

On  trouverait  de  même ,  pour  tout  autre  exemple  ; 
qr°  la  probabilité  d'un  nouvel  événement  simple  S ob- 
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tient  en  calculant,  d'après  les  événement  passés,  la 
probabilité  des  diverses  hypothèses  possibles  ,  etfai-. 
sant  la  somme  des  produits  de  ces  probabilités  par 
celles  de  l événement ,  prises  dans  chaque  hypothèse* 

82.  Pour  construire  des  formules  générales  sur  les 
principes  énoncés  précédemment,  il  faut  d'abord  ob- 
server que  dans  les  événemens  naturels ,  le  nombre 
total  des  chances  doit  être  regardé  comme  infini,  ou 
toutes  les  probabilités  simples,  c'est-à-dire  tous  les. 
rapports  compris  entre  o  et  1  comme  possibles  ,  tant 
qu'on  est  dans  l'ignorance  absolue  du  véritable  ou  de 
limites  plus  étroites  entre  lesquelles  il  se  trouve  ren-t 
fermé.  C'est  donc  dans  un  nombre  d'rrypothèses  con- 
sidéré comme  infini ,  qu'il  faut  déterminer  les  proba- 
bilités de  l'événement  composé  qui  a  eu  lieu,  et  voici 
de   quelle  manière  on  y  parvient. 

Soient  A  et  B  deux  événemens  contradictoires,  dont 
l'un  est  arrivé  m  fois  et  l'autre  n  fois.  Supposons  l'unité 
divisée  en  parties  très-petites,  représentées  par  et ,  et 
concevons  que  la  probabilité  simple  de  l'événement  A 
puisse  être  l'un  quelconque  des  termes  de  la  série 

a ,  2* ,  3« ,  4U  >  ■  e^c'  '> 
enfin,  pour  abréger,  désignons  par  C  le  coefficient 
du  terme  affecté  de  emfn  dans  le  développement  de 
(e  -\-f)m~lrn.  Cela  posé,  les  diverses  probabilités  de, 
l'événement  composé  de  m  fois  A  et  de  n  fois  B  for- 
meront la  suite 

Cam{i — «y,  q>*),n(i  —  2«)*,  C(3vr(i  —  z«y. . . 

C(l—  tc)man, 

dont  un   terme    quelconque   peut  être  représenté  par 
Cxm(i — x)m't  la  somme 

c{y(i  —  uY  -f  (2*)"'(i—  2*)» -f-(3*)m(i  —  o*y... 

+  (i-«r«*}  =  c/ 
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s*ra  le  dénominateur  de  la  probabilité  particulière  de 
chaque  hypothèse  (80).  Le  calcul  intt'gral  conduit  sana 
dilliculté  à  la  limite  de  cette  somme  (Voy.  note III.)  \ 
mais  comme  le  sujet  est  très-important  ,  je  vais  ex- 
poser,  pour  les  lecteurs  qui  ne  connaissent  point  ce 
calcul ,  le  procédé  par  lequel  Condorcet  y  a  supplée 
dans  cette   occasion  (*). 

On  multiplie  d'abord  la  série  /  par  *,  et  le  terme 
général  étant  alors  représenté  par  a.xm{\ — x)nt  la 
somme  de  tous  ceux  qui  le  précèdent  peut  l'être  par 

Axm+\i  —  x)n  -f-  Bxm+\\—x)n-1 

-\-  Cxm+Xi—xy-*  +  etc.  , 

A,  B,  C,  etc.  désignant  des  coefïiciens  indéterminés, 
Si  l'on  fait  croître  x  de  la  quantité  ce ,  cette  somme 
deviendra 

A{x-\-*Y^{\—  x— «)tt  4-  £(;c-}-*)m+2(i—  oc—  «)n_1 
-f  C(x+J)m+\i--x—  *y~2  -f  etc.  ; 

et  si  l'on  en  retranche  la  valeur  précédente  ,  il  restera 
l'accroissement  qu'elle  a  reçu  et  qui  est  précisément 
le  terme  «xm(i— • x)n  :  on  aura  donc   cette  équation 

^{(:c-f*)n,-+-,(i—  jc— *)n    —  xm+1(i  —  x)n    } 

4-  £{Cr4-")m+i(i—  x— «.y-1—  x^ii—xy-1} 
+  c{{x+«y+3(i—  x— *y-*—  x-^ii— x)*-*} 

-f-  etc.  =  *xm(i — x)n (I). 

Pour  développer  commodément  cette  équation  ,  Qn 


(*)  Elèmens  du  Calcul  des  Probabilités ,  p.  70.  Ce  procède 
n'est  dans  le  fait  qu'une  vérification  du  résultat  donné  par  le 
calcul  intégral  ;  mais  il  est  utile  de  ramener  à  l'algèbre  ordinaire 
la  démonstration  d'une  formule  sur  laquelle  repose  toute  celte 
partie  du  calcul   des  probabilités. 


l3S  TRUTC   ÉLÉMENTAIRE 

fera  1  —  x=:z,  et  on  observera  que  la  seconde  lign* 
peut  se  tirer  de  la  première,  en  changeant  A  en  B , 
m  -f-  i  en  m-f-2,  //.  en  n —  1  ,  et  ainsi  des  autres. 
En  ne  s'occupant  donc  que  de  celle  -  ci  s  on  obtien- 
dra les  expressions 

A(x+*)m^(z— *y 
==  A{xm+l  -f  (m4-i>.rm-f-etc.}(i"— n*z,n~f-f  etc.) 
=  Axm+lzn  -f-  (  w-f- 1  )  A*xmzn— iiAttxm-*~lzn-1 
-f-  .^V  -f- ^V  -f-  etc.  , 

où  les  termes  contenant  des  puissances  de  ««supérieures 
à  la  première  sont  seulement  indiqués.  Retranchant  du 
dernier  résultat  le  terme  Axm+)(i — x)n  =  Jxm+1zn> 
il  restera,    pour  la    première  ligne  de  l'équation  (I), 

(/n+i)At:V  —  7iAaxm+'zn-1  -f  A'**  -f-  etc. 

On  voit  par  là  que  tous  les  termes  de  cette  équation 
sont  divisibles  par  u ,   ensorte  qu'elle  se  réduit  à 

A{(m+\)xmzn  —  nxm+1zn-1  }-\-A'x-{-etc. 

4-  B  {  (m+a)xm+lzn-1  —(n—\)xm+%zn-n-}+B'*+e\c. 
-f-  C{(m+o)xm+2z'i-2—(n—2)xm+3zn-3}+  C'*-f  etc. 
-f-  etc.  x==  xmzn. 

Cette  même  équation  subsistant  toujours  ,  quelque 
petite  que  soit  la  valeur  de  a  t   s'étend ,    lorsqu'on   y 

fait  <*  =  o,   au  cas   où  le  nombre î    des    termes 

de  la  suite  devient  infini  ;  et  comme  elle  doit  avoir  lieu  , 
quel  que  soit  x,  il  faudra  l'ordonner  par  rapport  aux 
quantités  x  et  z  ,   ce  qui   lui  fera  prendre  la  forme 

{^(m-t-O—  i}xmzn  —  {nA—(m+2)B}xm+1zn-y 
■*-  {  (7i— 1)2?— (m-\-5)C}x"+2zn-u  —  etc.  =  o. 

Alors   en  égalant  séparément   à  zéro  les  coefficiens  de 
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chaque  ternie,   on  aura 

^(m+i)— î—o,  d'où  A—  — - — , 

771  -f-   1 

jiA—(m-\-2)B=io ,       B— 


(n-i)Z?-  (m-f  5)C=o,        C= "Q— 0 , 

(m-f-0(m-f2)(m+3)i 
etc. 


La  suite 


<«m(l—  «)n+(2«)m(l— 2«)\  .  .+(*— *)m(l  — X-KT} 

a   donc  pour  limite 


xm+*(\—x)n         nxm+*(i—x) 


+ 


7^+    1  O-hOO-f-2) 

n(n  —  i)xm_,-3(i  — x)n~^ 


(pi  -J- 1  )  (m-j-2)  (m+3) 

h(ti — i)(n — 2) i.xm"1"714-1 

+  (m-f-i)(m-f-2)(m-h3).  .  .  .(m+n+I)  > 

car  la  valeur  de  cette  expression  naît  avec  la  série , 
puisqu'elle  s'anéantit  lorsque  x=.o }  ainsi  que  le  terme 
général  xm(i — x)n   (*). 

Le  dernier  terme  de  la  suite  étant  (î  —  u)metn,  ré- 
pond à.T— î — u;  mais  plus  c,  est  petit,  plus  cette 
valeur  de  x  approche  de  î  ;  on  peut  donc  prendre 
l'unité  pour  dernière  valeur  de  x,  et  alors  la  limite 
de   la  suite  complète  se  réduit  à 

n(n — i)(ti — 2) î 

(77l-t-l)(m-}-2)(77l-r-3) (771  +  71+1)  ' 

telle  est  la  limite  des  valeurs  de  *f. 

(*)  Ceux  qui  savent  les  règles  du  calcul  intégral,  verront  bien, 
que  l'observation  ci-dessns  a  pour  but  de  montrer  qu'il  ne  faut 
pas  ajouter  de  constante  arbitraire  à  l'expression  trouve*. 


I.p 
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83.  Devant  faire  un  fréquent  usage   de  l'expression 
de  la  limite  considérée  ci-dessus,  je  représenterai  cette 

limite  par  S\   *\  lorsque  j'y  regarderai  x  comme  in- 

déterminée  ;    mais  dans  les  autres  cas,  j'indiquerai  la 
râleur  qui  répond  au  dernier  terme.  Ainsi  l'expression 

«S;m       désignerai  limite  de  la  série  prise  depuis  le 

terme    où    x  =  o  jusqu'au  dernier  terme    où   xr=i  ; 
sa  valeur  est  la  formule  qui  termine  la  page  précédente. 

S,    "^   désignerait  la  limite    de    la   même  série,  prise 

a 

en  s'arrétant  au   terme  où    x=\.  Il  suit  de  là  que 


?Oi>n) 


-si 


(m,n) 


donne  la  limite  de  la  somme  de  tous  les  termes  de  la 
strie  af ,  à  partir  de  celui  oùxnj  jusqu'à  celui 
où    3C=1. 

Les  valeurs  de  ces  expressions  se  simplifient  beau- 
coup lorsque  71  =  0  :  le  développement  général  de  la 
page  précédente  se  réduit  a   son  premier  terme 


^'(î-.r)" 


m-f-i 


;  et  à  cause  de(i — x)°=  1 ,  on  a 


$("0  — 


x 


m-f-i 


et    S:     = 


m  4-1  " 


m-f-i  ' 

quand  on  fait  x  =  i . 

84.  Ces  préliminaires  étant  bien  compris,  il  eut 
facile  de  s'élever  à  la  probabilité  des  événemens  fu- 
turs. Suivant  ce  qui  a  été  dit  au  n°  80 ,  la  probabi- 
lité d'une  hypothèse  ou  d'un  rapport  quelconque  x ,  est 

x"(i — x)n       «rm(i — x)a 


/ 


■r 
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En  la  multipliant  par  x  (81),  on  en  déduira  la  proba- 

etxm~*~\l x)n 

bilité  d'obtenir  un  événement  A  de  plus ,  -s. , 

d'où  l'on  tirera  ce  qui  convient  à  chaque  hypothèse 
en  particulier,  en  y  mettant  successivement  u,  la, , 
o*,  etc.   à  la  place   dejc;    la  limite  delà  somme  de 

ces  résultats  sera  par  conséquent    — -( &- ,  et  la  va- 

leur  du    numérateur  se    déduira  de  celle  de  S™'"   , 

par  le  changement  de  m  en  m-f-i.En  substituant 
Cea  valeurs  ,  il  viendra 

n(ji — i)(n — 2) 1 

(771+2)  (m-r-o) (7n-}-7i-f-2) 

(m+i)fm4-2).  .  .(m-p-Ti-J-i)  _       m-f-i 

72(71 l)(/l 2) 1  771-f-rt-f-2  * 

après  la  suppression  des  facteurs  communs    au   divi- 
dende et  au  diviseur. 

Si  l'on  demandait  la  probabilité  de  l'arrivée  d'un 
nouvel  événement  B ,  la  probabilité  particulière  de 
cet  événement ,  dans  l'hypothèse  correspondante  à  a:, 
étant  (1 — x)  ,   on  aurait  les  expressions 

*xm(i— a:)*  N        Arm(i  —  œ)n+l 

-- — '-  (i  —  x)  = , 

*/  *J 

1  a 

,.        ,             ,    ,  .1.  ,        m -f-i                 "4-1 
Au  heu  des  probabilités  — ; — r—  et on 
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■■  ,  .  771 

aurait .  suivant  1  usasre  commua,  les  expressions  — r  -  i 
°  m-\-7i  ' 

formées  en  divisant  le  nombre  de  fois  que  chaque 

iraient  a  paru,  par  le  nombre  total  des  événemens 
obsètvéa  ,  et  qui  ne  s'accordent  avec  les  précédentes  que 
lorsque  mr=n  ,  auquel  cas  les  quatre  fractions  ci-dessus 
deviennent  j  :  dans  toute  autre  circonstance ,  la  première 
évaluation  diffère  de  la  seconde.  Si,  par  exemple, 
m  =  5  et  71  =  9  ,  Tune  donne  ~  et  | ,  l'autre  \  et 
mais  ce  qu'il  faut  bien  remarquer  ,  c'est  que  l'évalua- 
tion rigoureuse  s'approche  sans  cesse  de  l'autre.  Cela  se 
voit  en  divisant  par  77i-f-7i  les  deux  termes  des  premières 
probabilité»  -,  elles  prennent  alors  les  formes 

771  .  1  ,71  1 


771  -f-  71           771  -f-  n  771  -f-  71           771   -f-  71 

— _L J__     et     — ■ — 

a  2 

1  +  --T-  1  -f" 


77i  -f-  n  m  -\-  n 

,  77i  n  , 

qui  ne  deviennent  ; —  et qu  en  supposant 

^  77i  -J-  7i         m-\-  n  rr 

infini    le   nombre  m  -f-  n, 

La   différence 

m  m -f-  i  m  —  n 


771  -{-71  771  — f-  77  — }-  2  (,7i  -f-rc)(771-;     71-J-2)    ' 

étant  positive  krsque  m^>n,  montre  que  celui  des 
deux  événemens  qui  est  arrivé  le  plus  souvent  augmente 
sans  .cesse  de  probabilité  lorsque  les  nombres  tu  et  n 
conservent  la  même  subordination  dans  leurs  accroisse- 
mens.  Le  contraire  a  lieu  quand  m<^n.  Ces  changement 
sont  remarquables  parce  qu'ils  sont  produits  par  la 
seule  répétition  des  faits  \  ainsi  la  théorie  des  proba- 
bilités à  posteriori  s'accorde  bien  avec  celle  de  Ber- 
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lioulîi  sur  les  épreuves  succes-ives  (28)  ,  puisqu'il  ré- 
«ulte  de  l'une  comme  de  l'autre  ,  que  le  rapport  du 
nombre  des  événemens  A  ou  fi,  au  nombre  total  de* 
événement  observés ,  a  pour  limite  leur  probabilité 
iimple. 

85.  La  probabilité  que  sur  un  nombre  p  de  renou- 
vellemens  du  même  hasard,  il  arrivera  un  nombre  p — q 
d'événemens  A,  et  un  nombre  q  d'événemens  B ,  s'ob- 
tient aussi  sans  difficulté ,  par  les  principes  exposés 
précédemment.  Dans  l'hypothèse  correspondante  à  x , 
la  probabilité  de  cet  événement  composé  est  exprimée 
par  xp~  1(1 — x)i,  si  la  succession  des  événemens  simple* 
est   déterminée  ,  et  par 

p(p-i)_^p-g-fo  =  CxP-,(l_xy> 

i  .a q 

dans  le  cas  contraire  (2c).  Cette  probabilité  étant  mul- 

UXm(  1  -        X~\n 

tipliée  par  — j. — ,   probabilité   de  l'hypothèse  , 

on  aura  pour  celle  qu'on   cherche 

i_ i —         ou ? ; 

prenant  la  limite  de  la  somme,  depuis  x  =  o  jus- 
qu'à x  ■=.  1 ,  et  faisant  abstraction  du  coefficient  C" \ 
qui  est  indépendant  de  x,   il   viendra 

çOh-P— 7  >  n-H) 

(/t-f^Q-f-g-i) * x 


(m+p— q-\-\){m-\-p— 7+2).  .  .  (,M_j-.7l-|-/H-i) 

(m-f-i)(m-f-2) (m4";?-f-Q 

71(71—1)..,.. Ti.i  ' 
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expression  que  l'on  peut  simplifier  par  la  suppression 
(les  facteurs  depuis  n  jusqu'à  1  ,  qui  multiplient  et 
qui  divisent  en  même  tenu  ,  ce  qui  donnera 

(h+<7)(»-H/—Q P'-f-Q 

(»+p-ç+0(m+P-1+a)'  •  •("H-'H-JH-'O  ' 

(m-f-i)(ra-f-2) (m-f-7i+i). 

Lorsque  71  ]>  p  —  g,  on  peut  encore  supprimer  de 
même  les  facteurs  depuis  m  -f-p  —  9  4~  1  jusqu'à 
m-f-n  +  i  inclusivement,  et  la  formule  ci-dessus 
devient 

(m  +  QCm+p.V  .  .  pn-f-p— q)Qi-f-i)0-f2)..  .  (n-f  9) 

(TO+n+2)(m+iH-3)...(Fn1-f-»+p+i) 

Si  l'on  prend,  pour  exemple,  p  =  3,  </=  1,  l'ex- 
pression précédente  donnera  la  probabilité  de  l'événe- 
ment composé   AAB ,   égale  à 

pn-f-  0(m  4-2)0*4- !  ) 
(m4-^4-2)(m4-«4-5)("i4-"4-4)  ' 

et  si  l'on  divise  par  m-f-n  chacun  des  facteurs  du  nu- 
mérateur et  du  dénominateur  de  cette  fraction,  on  re- 
connaîtra  aisément  qu'elle  tend   sans   cesse   vers 

,  probabilité  composée  qui  résulterait  des  pro- 


m  11 


habilités  simples ■ — , (21).  La  même  cir- 

m  -f-  n      m  -\-  ii 

constance    a   lieu  pour   l'expression    générale  ,   et     se 

prouve  en  développant  cette  expression  avec  le  secours 

des  formules  qui  servent  à  calculer  par  approximation 

les  produits  formés  d'un  grand  nombre  de  facteurs  :  on 

trouve  alors  que  si  les  nombres  m  et  n  sont  très-grands 

par  rapport  aux  nombres  p  et  q  ,    elle  a  pour  limite 

— — — -.   {Voyez  la  note  I). 
{in  -j-  ny  J 
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Ainsi,  plus  le  nombre  des  événemens  observés  aug- 
mente ,  moins  les  probabilités ,  soit  simples,  soit  com- 
posées ,  déduites  des  formules  précédentes  ,  diffèrent 
des  probabilités  détermi.'.éea  à  priori,  ou  plus  les  rapports 
donnés  par  la  succession  des  événemens  représentent 
avec  exactitude  les  probabilités  simples.  La  possibi- 
lité de  prendre  les  uns  pour  les  autres  s'est  offerte  si 
naturellement  à  ceux  qui  les  premiers  ont  médité  sur  ce 
iujet,  qu'ils  l'ont  regardée  comme  évidente  par  elle- 
même  ;  mais  on  ne  pouvait  s'en  rendre  compte  sans 
le  secours  du  calcul  ,  qui  montre  qu'au  lieu  de 
l'égalité  conjecturée  ,  il  y  a  une  approximation  con- 
tinuelle et  de  plus  en  plus  rapide. 

83.  Au  moyen  de  la  formule  que  nous  venons  de 
construire,  on  réunit  dans  une  expression  toutes  les 
probabilités  des  événemens  composés  ,  auquels  peut 
donner  lieu  un  nombre  p  de  renouvellemens  du  même 
hasard  ;  il  suffit  pour  cela  de  faire  successivement 
q—o,  =i  ,  =2,  =3,  etc.  En  conservant  les  coefîi- 
ciens  désignés  par  C\  pour  laisser  indéterminé  l'ordre 
de  succession  des  événemens  simples,  on  formera  la  suite 


(m   n}  ,  (m  n") 

S \  '  ;  '        S]  '  ; 


1  .2 


s;  '  s 


qui  tient  ici  la  place  que  le  développement  du  bi- 
nôme (e-{-fy  occupe  dar.s  la  détermination  à  priori  des 
probabilités  pour  les  épreuves  réitérées  (22).  La  somme 
des  termes,  depuis   le  premier  jusqu'au  terme  général 

p(p-i)...(p-<7-f  1)   jO*if-f«tf 


1.2.3 q  £<>,») 


19 


12(6  TRAITÉ   ÉLÉMENTAIRE 

inclusivement,  donnera  la  probabilité  qu'il  n'arrivera 
pas  moins  dep  —  q  événemens  A ,  et  pas  plus  de  q  évé- 
nemens B. 

Quand  /i=oet  q=o,  S0"''0  devient  Sfc*=  -^-(85), 
et  la  formule  précédente  se  réduit  au  seul  terme 

çC«o        "  7/1 4- p  -f- 1  ■ 

^  I 

c'est  la  probabilité  qu'on  aura  p  de  fois  de  suite  l'évé- 
nement A  t  lorsqu'il  a  été  observé  m  fois  sans  inter- 
ruption. 

Si  on  partage  le  nombre  p   en  parties  proportion- 

n  i  •        mP  nP 

nelles  aux  nombres  m  et  n ,  savoir ~ —  et , 

771  — f-  72.  m  -f-  n 

la  somme  des  termes  de  la  suite  précédente ,  à  par- 
tir de  celui  qui  est  affecté  de 

m  p                              n  p 
(mj L_  +  JS      „j L X) 

C  m  +«  m  +  /i         ' 


jusqu'à  celui  qui  l'est  de 


r-  7/i  -f-  n  m-i-n 


exprimera  la  probabilité  que  sur  p  renouvellemens  du 
même  hasard ,  le  nombre  des  événemens  A  ne  s'écartera 
pas  en  plus  ou  en  moins,  du  nombre  proportionnel 
à  m ,  au-delà  de  z-. 

87.  Avant  de  passer  aux  applications,  je  dois  encore 
montrer,  comme  je  l'ai  annoncé  en  commençant  cette 


DIZS   PROBABILITÉS.  i^j 

Section,  que  les  probabilités  déterminées  à  posteriori 
sont  une  sorte  de  probabilités  moyennes  :  cela  suit  en 
effet  de  la  manière  de  les  obtenir,  et  jette  un  nou- 
veau jour  sur  leur  nature.  L'expression  Cr'"(  i  — x)'1  (82) 
étant  la  probabilité  d'amener  m  événemens  A  et  n 
événemens  B ,  lorsque  leurs  probabilités  simples  sont 
x  et  1  — x,  la  somme  de  ses  valeurs  calculées  dans 
toutes  les  hypothèses  possibles,  divisée  parleur  nombre, 
en  donnera  la  valeur  moyenne  {Traité  élémentaire 
d'Arithmétique ,  règle  d'alliage).  Mais ,  faire  la  division 
d'une  somme  de  quantités  ,  c'est  la  même  chose  que 
de  diviser  séparément  chacune  de  ces  quantités  ,  et 
d'ajouter  ensuite  les  quotiens  ;  et  quand  on  divise  l'unité 
en  parties  égales  à  *,  le  nombre  de  ces  parties  est  évi- 
demment -;    or 

Ci 

xm(\  — xY 

— —  =  «xm(i  —  xY  : 

1 

a 

l'expression  CS]1'^    peut  donc  être  regardée  comme 

celle  d'une  valeur  moyenne  prise  entre  les  diverses 
probabilités  qu'aurait,  dans  toutes  les  hypothèses  pos- 
sibles,   l'événement  composé  qui  a  eu  lieu. 

Toutes  les  expressions  subséquentes  se  déduisent  éga- 
lement de  ce  point  de  "vue.  S'agit-il  de  la  probabilité 
d'obtenir  un  nouvel  événement  A}  La  probabilité  de 
l'événement  composé  de  celui-ci  et  du  précédent, 
étant  Crm(i —  x)n.x  =  Crm+1(i — x)n,  dans  l'hypo- 
thèse correspondante  à  xt  aura  pour  valeur  moyenne 
déduite  de  toutes  les  hypothèses,  la  limite  de  la  série 
dont  le  terme  général  est 
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cest-à-direC5^-H",°. 

Cette  dernière  probabilité  doit  aussi,  suivant  le  prin- 
cipe des  probabilités  composées  (17)  ,  se  former  en 
multipliant  celle  de  l'événement  composé  qui  a  eu  lieu  , 
par  celle  d'obtenir  un  événement  A  de  plus  ;  celle-ci 
est  donc  égale  au  quotient  de  la  première  divisée  par 
la  seconde ,   ce  qui   donne 

y-<ç(m-+-i,n)  «(m+i,*) 

(m    n )  ( m   n )      * 

CS\  '  s\* 

comme  on  Va   trouvé  dans   le  n°  $4* 

Les  mêmes  considérations  donneraient,  pour  l'ar- 
rivée d'un   nouvel  événement  B  ,  la  probabilité 


?, 


(m,n-hi) 


s:  ' 


La  somme  de  ces  deux  probabilités  égale  un , 
comme  cela  doit  être;  car  pour  faire  la  somme  de 
deux  suites  de  termes,  on  peut  commencer  par  ajou- 
ter les  termes  qui  se  correspondent  dans  chacune,  et 
prendre  la  somme  des  termes  de  la  nouvelle  suite  for- 
mée par  ces  additions  ;  on  aura  donc  ainsi 

ax^^i—x)71  -r-  *xm(i—  x)n+1  = 

«X»(l— «)"{*+!  —  x)  =^m(l-x)s, 

et   passant  aux  limites  de»  série»    ajoutées  et  à   celle 
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de  leur  somme,  il  viendra 


d'où 


^O-H.n)      i       c(m>  n+0  Ç(m)  r0. 


Cm   n)  (m   n) 

S'  S.' 


1. 


88.  On  étendrait  sans  peine  ces  considérations  aux  for- 
mules générales  des  nos  85  et  86.  La  somme  des  termes 
dont  se  compose  la  dernière,  qui  embrasse  tous  les 
événemens  possibles  dans  p  renouvellemens  du  même 
hasard  ,  doit  être  égale  à  l'unité ,  comme  celle  des 
termes  du  développement  de  (e-\-f)p.  Il  n'est  pas 
difficile  non  plus  de  voir  que  toute  cette  théorie  re- 
vient à  prendre  la  probabilité  moyenne  de  l'événement 
composé  qui  a  eu  lieu,  pour  l'unité  à  laquelle  on  com- 
pare les  probabilités  qui  résultent  des  combinaisons  de 
celui-ci  avec  les  événemens  futurs.  On  peut  donc  en- 
visager aussi  ces  probabilités  comme  relatives  à  la  pre- 
mière. De  là  vient  qu'elles  ne  sont  pas  toujours  les 
mêmes  pour  les  mêmes  combinaisons  d'événemens  fu- 
turs ,  ce  qui  n'arrive  pas  aux  probabilités  déterminées 
à  priori  (22). 

En  effet ,  la  formule  du  n°  85  change  de  valeur 
avec  metn,  quoique  p  et  q  demeurent  les  mêmes  ;  et 
puisque  de  nouveaux  événemens  observés  modifient  cette 
valeur,  il  s'ensuit  évidemment  qu'on  ne  doit  pas  étendre 
bien  loin  les  conséquences  que  Ton  en  tire.  La  pro- 
babilité que  ,  dans  la  succession  des  événemens  futurs  , 
A  et  B  se  répéteront  suivant  des  rapports  approchans 
de  ceux  qui  ont  été  observés  antérieurement  (86), 
n'augmente  pas  sans  cesse,  comme  par  les  probabi- 
lités déterminées  à  priori  (28).  Pour  tirer  de  ces  for- 
mules des  résultats  utiles  ,  il  faut  toujours  que  le  nombre*. 
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p   c:  r.emcns  futurs    soit   fort  petit  à   l'égard  âû 

nombre  m-f-n  des  événemens  passés,  et  aussi  que  ce 
dernier  soit  tres-connidérable  en  lui-même  ,  afin  qu'il 
ne  suffise  pas  de  quelques  nouvelles  observations  pour 
changer  sensiblement  les  résultats  déduits  des  pré- 
cédentes \\<c  bel  restrictions ,  et  pour  des  recherches 
dont  la  nature  ne  saurait  exiger ,  ni  même  admettre , 
il  faut  le  dire,  une  précision  rigoureuse,  on  pourra 
presque  toujours  substituer  aux  formules  de  cette  sec- 
tion celles  de  la  première,  ce  qui  est  fort  heureux; 
caries  calculs,  déjà  très-longs  par  celles-ci.  seraient 
le  plus  souvent  impraticables  par  les  autres ,  sans  le 
secours  des  formules  approximatives  citées  au  n°  25  ; 
aussi  ne  ferai-je  qu'indiquer  quelques-unes  des  ques- 
tions curieuses  que  M.  Laplace  a  résolues  sur  cette 
matière. 

£().  Premièrement ,  il  a  donné  l'expression  appro- 
chée de  la  probabilité  des  résultats  fournis  par  les 
Tables  de  mortalité ,  lorsqu'on  connaît  le  nombre  d'ob- 
servations sur  lequel  elles  ont  été  construites.  Ces  Tables, 
dont  j'exposerai  plus  loin  la  formation ,  font  connaître 
combien,  sur  un  nombre  d'individus  nés  en  mémetems, 
il  en  reste  à  un  âge  donné.  Soit  m  -\-  n  le  premier 
nombre  et  m  le  second;  lorsqu'on  veut  étendre  les 
conséquences  de  ces  observations  à  un  nombre  p  d'en- 
fans ,  on  le  divise  en  parties  proportionnelles  aux  nombres 

7/1  et  n  ,  ce  qui   donne ; — pour  celui  des  survivans, 

3         ^  m-f-  n 

et  — pour   celui  des    morts.  Alors   pour  appré- 

m  -f-  n 

cier  la  confiance  que  méritent  ces  résultats ,  il  faut 
chercher  les  probabilités  que  l'erreur  dont  ils  peuvent 
être  susceptibles  est  renfermée  dans  des  limites  assez 
étroites ,  ce   qui  se  fait  en  calculant  la  somme  des  terme* 
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de  l'expression  du  n°  86,  à  partir  de  celui  qui  est  af- 
fecté de 

çv         m-t-it  rn-j-n 

**i  > 

jusqu'à  celui   qui  l'est  de 

(ro-f.-^ z,  n-h-^ — h*) 

°i  • 

Quoique  M.  Laplace  ait  déterminé  assez  simplement 
la  valeur  approchée  de  cette  somme,  il  n'en  donne 
point  le  calcul  numérique  ;  en  effet,  on  sent  assez  dès 
à  présent,  et  on  en  sera  tout-à-fait  convaincu  dans 
la  suite ,  qu'un  pareil  examen ,  devant  erre  répété 
pour  tous  les  âges  ,  et  sur  des  Tables  très-multipliées, 
est  à  peu  près  impraticable ,  et  que  c'est  principale- 
ment la  finesse  des  artifices  de  calcul  qu'il  exige  qui 
en  constitue  le  mérite  ,  comme  de  la  plus  grande  par- 
tie des  recherches  de  ce  genre. 

90.  La  seconde  question  dont  je  rapporterai  l'énoncé 
et  les  résultats,  a  eu  une  application  effective.  Dès 
qu'on  s'est  aperçu  du  peu  de  variation  qu'offraient  le 
nombre  des  naissances  et  celui  des  décès ,  dans  une  popu- 
lation dont  la  marche  n'était  point  troublée  par  les 
fléaux  naturels  ou  politiques ,  on  a  cherché  à  détermi- 
ner les  rapports  de  ces  nombres  avec  le  total  de  la 
population ,  en  faisant  le  relevé  des  naissances  et  des 
morts  ,  dans  diverses  parties  du  même  état ,  et  pour  plu- 
sieurs années ,  en  même  tems  qu'on  se  procurerait  un 
dénombrement  exact  de  la  population  de  ces  parties. 
Le  rapport  moyen,  obtenu  ainsi ,  a  paru  propre  à  faire 
connaître  la  population  de  l'état  entier ,  d'une  ma- 
nière à  la  fois  plus  prompte  et  plus  s  lire  qu'un  dé* 
nombrement  total  des  habitans ,  qui  entraine  toujours 
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tic  grandes  longueur:,  et  souvent  de  grandes  difficultés 
daiiN  L'exécution.  Cette  idée,  mise  au  jour  d'abord  par 
Moheau  ,  a  été  suivie  avec  assiduité  pendant  6  années, 
par  Duséjoni  ,  Condorcct  et  M.  Laplace  (*).  Ils  s'étaient 
proposé  d'appliquer  successivement  leurs  calculs  à  chan- 
oine des  182  feuilles  de  la  Carte  de  la  France,  par 
Cassini  :  ce  travail  s'étendait  à  149  feuilles,  lorsqu'il  a, 
été  suspendu.  La  révolution  devait  en  avoir  changé  les 
cl  émeus  ;  c'est  pourquoi  M.  Laplace  l'a  recommencé  en 
i-qq.  Le  gouvernement  a  ordonné,  en  conséquence, 
de  faire  avec  soin  ,  dans  5o  départemens  choisis  parmi 
tous  ceux  qui  composaient  alors  la  France,  le  relevé 
exact  des  naissances,  mariages  et  décès,  depuis  l'an  8 
iu-qu'à  lan  11  (  du  22  septembre  1790,,  au  22  sep- 
tembre 1 802)  ',  il  en  est  résulté  : 

Aaissances.  Mariages.  Décès. 

no3i2  garçons,         4^°^7>         io365q  hommes, 
106287  filles,  99443  femmes, 

et  pour  le  montant  de  la  population  de  ces  mêmes 
départemens,  à  la  seconde  époque,  2037615  individus. 
Par  ces  nombres ,  les  naissances  des  garçons  sont  à 
celles  des  tilles  dans  le  rapport  de  22  à  21  ;  les  ma- 
riages aux  naissances ,  dans  celui  de  3  à  ife  enfin,  celui 
de  la  population  aux  naissances  annuelles,  est  de  28,353 
environ  à  1  ,  ce  qui  portait  à  42  5oo  coo  le  nombre 
des  habitans  duterritoire  soumis  alors  au  gouvernement 
français ,  et  où  le  nombre  des  naissances  annuelles 
s'élevait  environ  à  1  5oo  000  (**).  M.  Laplace  voulant 
ensuite  se  rendre  compte  de  la  précision  qu'il   devait 


(*)  Voyez  les  Recherches  sur  la  population  delà  France ,  paç 
Mohean,  et  les  Mémoires   de  l'Académie  des  Sciences,    année» 
1—1789- 
(*+)  Théorie  analytique  des  Probabilités ,  pag.  3gi. 
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attendre  de  tous  ces  soins  ,  a  cherché  la  probabilité  , 
que  cette  évaluation  ne  serait  pas  en  erreur  de  5oc  cco  : 
voici  la  traduction  de  l'énoncé  de  ce  problème  ,  au 
moven  des  formules  analytiques. 

En  représentant  par  m  -f-  n  le  nombre  des  individus 
compris  dans  le  premierdénombrement ,  par  n  celui  des 
naissances  annuelle^  ,  qui  est  le  J  de  la  somme  des  nais- 
sances des  deuxsexes,rapportéesplushaut,pour5années; 
par  q  ,  le  nombre   des  naissances  dans  toute  l'étendue 

du  territoire  de  la  France  ,  p  = —   exprimera  la 

population  de  ce  territoire  ,  en  y  comprenant  le  nombre 
q  de  naissances  ;  et  par  conséquent 

es     ^ir"q"qi 

(m   n) 

S]  ' 

sera  la  probabilité  que  cette  population  se  composera 

,       ,                        (m  -h  ri)q 
des  deux  parties -  — q  et  q. 

Si  donc  on  forme  une  suite  de  termes  semblables  au 
précédent,  en  donnant  au  premier  exposant  toutes  les 

i                     •                         .    /m  ~f"  n\  i 

valeurs  comprises    entre   m  -f-  ( jq  —  q  -f-  z  et 

m  -f-  ( jq  —  q  —  z,  le  second  exposant  demeurant 

toujours  n~\-q ,  la  somme  de  ces  termes  sera  la  probabilité 
que  le  dénombrement  total  conclu  des  naissances  ne  s'é- 
cartera pas  du  véritable  au-delà  du  nombre  z ,  soit  en  plus  m 
soit  en  moins  (*).  En  faisant  z=z5oo  cco,  les  formules 

(*)  Les  dénominations  employées  par  M.  Laplace  sont  un  peu 
différentes  de  celles-ci  :  m  -f-  n  répond  A  p,  n  h  q  ,  q  à  q'  ;  x  doit 
être  change  en  i  —  x,  et  réciproquement.  M.  Laplace  ne  détermine 
pas  immédiatement  la  probabilité  indiquée  ci-dessus,  mais  sa  con- 
traire; en  prenant  z  depuis  oooooo  jusqu'à  l'infini. 
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approximatives  de  M.  Laplace  lui  donnent  — -r-  pour  la 

valeur  de  cette  probabilité  ;  et  en  portant  z  à  700  000 , 
la  contraire  de  cette  même  probabilité  serait  insensible* 

91.  Dans  tout  ce  qui  précède  ,  on  a  supposé  que, 
pour  la  même  hypothèse  ,  la  probabilité  simple  de- 
meurait constante,  c'est-à-dire  qu'on  remettait  chaque 
i  ta  dans  l'urne  la  boule  qui  en  était  sortie.  Cette  sup- 
|  -ition  parait  applicable  à  la  plupart  des  événemens 
naturels  ,  parce  qu'on  regarde  leurs  causes  comme 
agissant  toujours  de  la  même  manière  ,  ou  le  rapport 
des  nombres  de  chances  également  possibles  comme 
constant.  Condorcet ,  cependant,  ne  s'est  pas  restreint 
à  ces  considérations  ;  il  a  fait  rénumération  des  hy- 
pothèses que  comporte  le  sujet ,  et  les  a  soumises 
à  une  discussion  approfondie  (*).  Il  en  distingue  trois  % 
u  i°.  celle  où  la  probabilité  est  constante,  où  l'on 
r  suppose  chaque  événement  (simple)  également  pro- 
v  bable  ,  ou  du  moins  la  probabilité  moyenne  pour 
n  chacun ,  déterminée  d'une  manière  semblable  (c'est 
51  celle  dont  nous  sommes  occupés)  ;  2°.  celle  où  l'on 
m  suppose  cette  probabilité  variable  ,  mais  indépen- 
>i  dante  du  tems  où  les  événemens  sont  arrivés,  et  de 
>i  l'ordre  dans  lequel  ils  ont  été  observés  ;  3°.  celle 
»  où  on  les  suppose  dépendans  ,  ou  plutôt  pouvant 
v   dépendre  de  cet   ordre.  » 

La  troisième  hypothèse ,  comme  la  plus  générale  , 
devrait  être  employée  le  plus  souvent;  car  c'est  un 
principe  fondamental  dans  le  calcul  des  probabilités  , 
de  prendre  en  considération  tout  ce  qui  n'est  pas  re- 
connu  impossible.  Or ,  ne  peut-il   pas  arriver  que  les 

'*)  Mémoire*  de  L'Académie  des  Sciences  ,  1783,  pag.  53f> 
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forces  qui  produisent  certains  événemens  se  modifient 
ou  s'altèrent,  et  que  par  cette  raison  leur  possibilité 
devienne  plus  grande  ou  moindre  ?  Que  s'ils  résultent 
d'un  développement  successif,  l'ordre  de  leur  produc- 
tion ,  l'époque'à  laquelle  ils  paraissent,  influent  sur  cette 
possibilité  ?  Tant  que  ces  suppositions  ne  seront  pas 
formellement  écartées  par  des  lois  positives  bien  cons- 
tatées, les  probabilités  déduites  de  la  première  hy- 
pothèse ne  pourront  s'étendre  qu'à  un  tems  limité  et 
devront  être  calculées  souvent  sur  de  nouvelles  obser- 
vations. On  sent  bien  que  les  formules  relatives  aux 
dernières  hypothèses  sont  hors  des  bornes  prescrites  à 
un  traité  élémentaire;  je  renverrai  donc,  pour  ce  su- 
jet ,  le  lecteur  au  Mémoire  cité  dans  la  ribte ,  et  à  la  5e 
partie  de  Y  Essai  sur  la  probabilité  des  décisions)  etc. 

Détermination  de   la  probabilité  des  causes   {pu  des 
hypothèses)  par  les  observations. 

92.  Lorsque  l'on  regarde  comme  possibles ,  dans 
la  probabilité  des  événemens ,  tous  les  rapports  com- 
pris entre  o  et  1,  la  probabilité  de  l'hypothèse  cor-, 
respondante  à   x  est  exprimée  par 

•         "r"(l  7^(84). 

Cette   fraction  ,  dont  le   dénominateur    a  pour  limite 

la  quantité  finie  S)™'  ^  (82),  est  d'autant  plus  petite 

que  a  est  moindre  ,  et  que  par  conséquent  le  nombre 
des  hypothèses  établies  est  plus  considérable.  Si  donc 
on  suppose  ce  dernier  nombre  infini ,  u  sera  infiniment 
petit ,  et  chaque  hypothèse  n'aura  qu'une  probabilité 
infiniment  petite  :  aussi  n'est-ce  point  la  probabilité  a!> 
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««.lue  de  l'une  do  ce-,  hypothèses  qu'on  se  propose  d* 
dt  terminer,  mais  les  probabilités  relatives,  ce  qui  est 
r  --facile  ,  puisque  si  on  désigne  par  x'  une  autre  hy- 
pothèse, on  aura,  suivant  ce  qui  a  été  dit  dans  le 
]i°  i3,  pour  la  probabilité  de  la  première  hypothèse 
par  rapport  à  la  seconde , 

«rm(i—  x)n  xm{\ — x)n 


expression  où   et  disparaît. 

La  valeur  de  cette   expression  dépend   de  celle  des 
rapports  x  et  x  \   et  en  la  mettant  sous  la  forme 


1  "*~   jcm(i  —  xY 

©n  verra  qu'elle  approche  d'autant  plus  de  l'unité , 
que  ar"(i — x)n  surpasse  x'm(i — x')a  :  elle  atteindra 
donc  la  plus  grande  valeur  dont  elle  soit  susceptible, 
si  ,  parmi  tous  les  termes  de  la  suite 

«*'n(i — *)",      (2*)m(i — 2cc)n,     etc.  , 

on  prend  le  moindre  pour  x'm{\ — x)n>  et  le  plus  con- 
sidérable pour  ;r"l(i — x)n.  Le  premier  ne  peut  jamais 
être  nul,  tant  que  l'un  des  nombres  m,  n  n'est  pas 
nul.    Quant  au  plus    grand  terme,    on   trouve  par  le 

calcul  différentiel  qu'il  jépond  à  x  = ; — - ,  c'est- 

'  r  m  +  n 

à-dire  que  cette  valeur  ,  d'où  il  suit  i  — x= ■ —  , 

in  -f-  n 

rend    le   produit    xm(i — x)n    plus    grand   que  toute 

autre  valeur  qu'on  voudrait  assigner  à  x.  Ce  résultat 
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mit  bien  remarquable ,  puisqu'il  nous  apprend  que  la 
plus  probable  de  toutes  ces  hypothèses  est  celle  ou 
les  probabilités  simples  des  événemens  A  et  B  sont 
égales  au  rapport  du  nombre  de  fois  que  chacun  de 
ces  événemens  est  arrivé ,  avec  leur  nombre  total  :  il 
rentre  d'ailleurs  dans  la  proposition  du  n°  27,  quoiqu'il 
soit  appuyé  sur  des  considérations  beaucoup  plus  gé- 
irerales. 

93.  Cette  même  hypothèse ,  outre  qu'elle  jouit  de 
la  plus  grande  probabilité  relative  ,  peut  encore  être 
regardée  comme  s  approchant  sans  cesse  de  la  véri- 
table probabilité,  à  mesure  que  le  nombre  des  obser- 
vations devient  plus  considérable,  c'est-à-dire  qu'en  assi- 
gnant à  ce  nombre  une  augmentation  convenable ,  on  peut 
obtenir  une  probabilité  aussi  voisine  de  l'unité  qu'on 
voudra,  cjue  la  véritable  valeur  de  x  sera  comprise  entra 

m        ,  m 

+  c     et 


771-f-  n  m-\-  n 

la  quantité  c  étant  aussi  petite  qu'on  voudra.  L'ex- 
pression de  cette  probabilité,  se  composant  de  la  somme 
des  probabilités  correspondantes  aux  diverses  valeur* 
que  l'on  peut  assigner  à  x  entre  les  limites  indiquées 
ci-dessus,  sera  évidemment 

cCm>  n)         ç(,TI>  n) 

c^p—  (85)' 

en  faisant,  pour  abréger, 

m                                     m        ,  7 

a,  ■ \rc  =  b; 


m  -{-  11  m  -j-  n 

mai*  comme  on  y  suppose  que  m  et  n  sont  de  très-» 
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grandi  nombres  ,  il  faut,  pour  en  trouver  la  valeur, 
faire  oaàge  des  formules  approximatives  et  du  calcul 
intégral  {/'oyez  note  III.)  ;  c'est  pourquoi  la  démons- 
tration de  la  proposition  énoncée  au  commencement 
de  cet  article  ne  saurait  trouver  place  ici;  je  ferai 
seulement  remarquer  que  cette  proposition  est  analogue 
à  celle  du  n°  28  ,  et  appuie  sur  les  considérations  trài- 
générales  qui  servent  à  la  détermination  des  probabi- 
lités à  posteriori ,  le  théorème  fondamental  que  Jacques 
Bernoulli  n'avait  prouvé  que  dans  l'ordre  des  proba- 
bilités déterminées  à  priori. 

g4-  On  voit  aussi ,  par  ce  qui  précède  ,  que  si  la 
probabilité  d'une  hvpothèse  en  particulier,  est  inassi- 
gnable, celle  d'un  ensemble  d'hvpothèses  comprises 
entre  des  limites  dont  la  différence  est  finie ,  a  une 
râleur  finie,  puisque  telle  est  celle   de  l'expression 


£!>>") £(m,n) 


S)    ' 

dans  tous  les  cas  où  b —  a  est  une  quantité  finie  :  cette 
remarque  est  bien  importante.  Quand  ,  par  exemple, 
on  observe  une  supériorité  constante  dans  le  nombre 
de  fois  qu'un  événement  se  montre ,  sur  le  nombre  de 
lois  où  se  montre  l'événement  contraire ,  on  est  porté 
à  croire  que  la  production  du  premier  est  d'une  faci- 
lité plus  grande  que  celle  du  second,  ou  qu'il  y  a 
une  cause  qui  détermine  plutôt  l'une  que  l'autre ,  ou 
enfin,  ce  qui  est  encore  la  même  chose,  que  la  probabilité 
simple  du  premier  événement  surpasse  j.  Mais  cette 
croyance,  qui  n'est  d'abord  qu'un  simple  aperçu  ,  se 
fortifiant  à  mesure  que  les  évenemens  se  reproduisent 
dans  le  même  ordre  de  fréquence ,  est  susceptible  d'être 
appréciée j  en  déterminant,  d'après  le  nombre  des  ob- 


DES   PROBABILITÉS.  i5() 

lervations,  la  probabilité  que  la  valeur  de  x  est  com- 
prise entre  \  et  1  ,  ce  qui  se  fait  par  le  moyeu  de 
l'expression 

__! 1_  =  i E 

(m    n}  (in   n)' 

g5.  Ces  formules  ont  une  application  très-curieuse , 
par  rapport  aux  naissances.  Arbuthnot  ayant  remarqué 
sur  les  listes  des  naissances  arrivées  à  Londres  depuis 
1629  jusqu'à  1710,  que  le  nombre  de  celles  des  gar- 
çons s'écartait  peu  du  nombre  de  celles  des  filles , 
et  pensant  apparemment  qu'il  ne  pouvait  pas  exister 
de  loi  primordiale  qui  maintint  ces  nombres  entre  des 
limites  peu  différentes  de  l'égalité,  voulut  voir  dans 
cette  prétendue  égalité  un  miracle  continuel.  oNicolas 
Bernoulli,  au  contraire,  frappé  des  différences  assez 
sensibles  qui  se  trouvaient  entre  ces  nombres,  et  de 
ce  qu'il  y  avait  toujours  plus  de  garçons  que  de  filles , 
y  vit  avec  raison  l'indice  d'une  plus  grande  possibilité 
dans  la  naissance  des  enfans  du  sexe  masculin  que  dans 
celle  des  enfans  de  l'autre  sexe,  le  rapport  du  nombre  des 
unes  au  nombre  des  autres  étant  \j  (*).  Pour  le  prou- 
ver, il  montra  qu'en  supposant  un  dé  à  35  faces, 
18  noires  et  17  blanches,  jeté  i4ocofois,  il  y  aurait 
une  probabilité  supérieure  à  j~,  que  le  nombre  des  faces 
noires  amenées  ne  s'écarterait  pas  au-de  là  de  1 63,  soit  en 
plus,  soit  en  moins,  du  nombre  7200,  égal  aux  £4  de  celui 
des  j  ets  ;  il  n'était  donc  pas  surprenant  que  sur  1 4000  nais- 
sances, le  nombre  de  celles  de  chaque  sexe  ne  différât  pas 
davantage  de  la  proportion  assignée  par  la  probabilité 
simple,  savoir,  7200  garçons  et  68co  filles.  Le  fait 
«'étant  soutenu ,    a   été  constaté  de  nouveau  dans    la 

(*)  Analyse  dm  Jeux  de  hasard f  prffc  Mo'nlmort,  pag.  3SS. 
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plupart  des  états  de  l'Europe.  Daniel  Bernoulli  s'en 
<^t  occupé  (*),  et  enfin  M.  Laplace  l'a  traité  par  les 
formules  directes ,  cellei  de  l'article  précédent. 

De  1745  à  1784,  les  registres  des  naissances  de  Paris 
donnent  3q3386*  garçons,  077555  Filles,  nombres  dont 
le  rapport  est  à  peu  près  f^»  moindre  que  f|  qu'on 
trouve  par  les  registres  de  Londres,  depuis  1664  jus~ 
qu'à  1758  inclusivement ,  et  que  f^  donné  par  ceux  du 
royaume  de  Naples  (non  compris  la  Sicile)  ,  de- 
puis 1774  jusqu'à  1781  inclusivement  aussi.  Cepen- 
dant, par  les  deux  premiers  nombres  ,  les  formules 
approximatives  ont  donné  à  M.  Laplace,  pour  la  pro- 
babilité que  x  surpasse  {,  l'unité  moins  une  fraction 
dans  laquelle  l'unité  est  divisée  par  un  nombre  de 
72  chiffres  (**).  Un  petit  excès  dans  le  nombre  des  ré- 
pétitions d'un  événement,  sur  celui  des  répétitions  de 
l'événement  contradictoire  ,  a  donc  suffi  ,  par  sa  cons- 
tance ,  pour  faire  croitre  avec  une  immense  rapidité 
la  probabilité  qui  assigne  une  facilité  plus  grande  au 
premier  qu'au  second  ;  et  plus  les  observations  se  mul- 
tiplieront, en  conservant  les  mêmes  relations  de  gran- 
deur,   plus  cette  probabilité  augmentera. 

96.  La  formule  du  n°  q3  se  simplifie  beaucoup  , 
lorsqu'il  n'est  arrivé   que  des  événemens  d'une   seule 

espèce.  Dans  ce  cas,  S,  '  "'  devient 


on  a  donc 


(*)  Novi  Comment.  Acad.  Petrop.  ,  t.  XIV, pars  ia,  et  t.  XV. 
(**;  Théorie  analytique  des  Probabilités ,  p.  379. 
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pour  la  probabilité  que  celle  de  l'événement  constam- 
ment observé  est  supérieure  à  {. 

On  peut  d'abord  appliquer  ceci  à  l'un  des  phéno- 
mènes les  plus  remarquables  du  système  du  monde,  le 
sens  uniforme  dans  lequel  les  planètes  principales  et 
leurs  satellites  font  leurs  révolutions  autour  du  soleil. 
En  regardant  le  mouvement  de  chacun  de  ces  corps 
comme  le  renouvellement  du  même  fait,  la  répétition 
de  ce  fait  indique  une  cause  qui  a  déterminé  la  di- 
rection d'orient  en  occident,  préférablement  à  la  di- 
rection contraire.  Si  l'on  n'applique  le  calcul  qu'aux 
planètes  principales  ,  afin  de  n'y  faire  entrer  que  des 
circonstances  rigoureusement  semblables,  on  prendra 
m  =  1 1  ,   et  il  viendra 

a12  —  î         4°<P 

pour  la  probabilité  de  l'existence  d'une  plus  grande 
facilité  de  ce  mouvement  d'orient  en  occident,  que 
dans  Je  sens  contraire.  On  aurait  eu  un  résultat  beau- 
coup plus  fort,  en  joignant  aux  planètes  principales 
les  satellites  connus,  qui  sont  maintenant  au  nombre 
de  18,  et  un  résultat  encore  bien  autrement  près  de 
l'unité,  si  l'on  eût  regardé  comme  dépendant  de  la 
même  cause  le  sens  uniforme  dans  lequel  s'exécutent 
les   rotations  observées  dans  plusieurs  de   ces  corps. 

Quelques  auteurs  ont  évalué  cette  probabilité  d'une 
manière  un  peu  différente  ,  en  partant  d'ailleurs  du  prin- 
cipe posé  dans  le  n°  8o  ;  mais  en  se  bornant  à  com- 
parer le  cas  où  il  existerait  une  cause  absolue,  avec 
celui   où  les  deux  directions  opposées  seraient  égale- 

1 1 
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menf  possibles,  ce  qui  réduit  Les  hypothèses  à  deux , 

donnant  pour  l'événement  arrivé ,  l'une ,  la  certitude 

atée  par  l'unité,  et  l'autre,  la  probabilité  — . 

La  probabilité  de  la  première  hvpothèse  serait  donc 

alors 

i  f>n  2047 
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si  l'on  ne  faisait  entrer  dans  le  calcul  que  les  planètes  prin- 
cipales. Cette  dernière  fraction  est  moindre  que  la  pré- 
cédente ;  mais  je  crois  que  les  considérations  dont  elle 
e-ft  déduite  sont  trop  particulières.  Eu  ne  s'attachant  qu'à 
la  direction  du  mouvement,  on  ne  trouve  il  est  vrai  que 
deux  chances  ;  mais  doit-on  les  supposer  également  pos- 
sibles, quand  on  ignore  complètement  de  quelle  manière 
le  mouvement  a  été  imprimé  ;  et  ne  se  peut-il  pas  qu'au 
lieu  d'être  un  effet  simple ,  sa  direction  soit  le  résultat 
du  concours  de  diverses  chances  qu'il  faut  supposer  ,  par 
conséquent,  dans  tous  les  rapports  possibles  avec  celles 
qui  auraient  donné  la  direction  contraire  r1 

Les  limites  étroites  dans  lesquelles  sont  renfermées 
les  inclinaisons  des  orbites  des  planètes  anciennement 
connues,  qui  n'occupent  dans  le  ciel  qu'une  zone  d'en- 
viron 18  degrés  de  largeur,  fournissent  aussi  une  grande 
probabilité  pour  attribuer  tous  les  mouvemens  de  ces 
corps  à  une  cause  unique  ;  mais  la  découverte  de  la 
planète  Pallas ,  dont  l'orbite  est  inclinée  de  plus  de 
54  degrés  par  rapport  à  l'écliptique,  doit  modifier 
un  peu  cette  probabilité,  que  changerait  encore  la 
découverte  de  corps  qui,  s'écartant  davantage  de  l'éclip- 
tique et  parcourant  des  orbites  plus  excentriques , 
formeraient  le  passage  des  planètes  aux  comètes,  dont 
les  mouvemens  ont  lieu  dans  tous  les  sens  et  sous  toute» 
les   inclinaisons. 
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çfî.  La  formule  employée   dans    l'article  précédent 
trouve  aussi  son  application  dans   une  question  agitée 
par  les  philosophes  des  siècles  passés  et  du  notre,  celle 
de  la   liaison  des  effets   aux  causes.  Les    uns  ,  comme 
Jlume,  ont  nié  que   nous  eussions  aucun  motif  solide 
pour  supposer  une    dépendance   entre   deux  effets   qui 
se  suivent  ou  s'accompagnent  constamment.  Les  autres , 
importunés  par  ce  scepticisme   dont  les   conséquences 
devraient  s'étendre  sur  nos   actions  les  plus  fréquentes 
et  les  plus   nécessaires,    ont  affirmé    qu'un    sentiment 
intime  ,  une   loi  de  notre    organisation   intellectuelle , 
nous   forçait  de    rapporter   chaque  efFet  à   une  cause 
que   nous   trouvions  toujours  dans  celui  qui  précédait. 
D'autres  enfin  ,  craignant  de  trop  multiplier  ces   lois  de 
l'intelligence,  ces  faits  primitifs  qui  ressemblent  assez  aux 
idées   innées  ,  ont  pensé  que  la  considération  des  divers 
degrés  de  probabilité,  non-seulement  expliquait  le  phé- 
nomène moral ,   mais   pouvait  donner  la  mesure  de  la 
confiance  que  nous    attachons   ou    que  nous  devrions 
attacher  à  nos  connaissances.    Ils   ont   évité   ainsi  de 
tomber  dans  le  pyrrhonisme  et  le  dogmatisme  absolus, 
doctrines  également  absurdes,   mais  dont  la  seconde, 
qui  a  tant  de  fois  servi  l'avidité   et  l'ambition  de  cer- 
tains hommes  ,  et  qui   flatte    la  paresse   de  tous ,    est 
infiniment  plus  dangereuse  que  la   première,  toujours 
renfermée  dans   les  bornes    de    la  spéculation ,  puis- 
qu'après  la  dispute  la  plus  animée  sur  l'existence  des 
corps  ,    le   plus   déterminé    pyrrhonien  n'entreprendra 
pas  de  sortir  de  sa   chambre  à  travers  la  muraille. 

Cette  doctrine  moyenne ,  que  l'on  pourrait  nommer 
scepticisme  gradué ,  proposée  d'abord  parHelvétius(*), 
a  été  fortement  recommandée  par  Condorcet,  comme 


(*)  Dans  une  note  du  i^r  chapitre  du  1er  Discours  de  V Esprit. 
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la  seule  qui  put  échapper  à  toutes  les  difficultés  ,  parce 
qu'elle  reposait  entièrement  sur  l'expérience,  d'où  toutes 
nos  idées  tirent  leur  origine  -y  il  y  est  revenu  souvent 
dans  ses  ouvrages,  niais  Mendelshon  paraît  avoir,  le  pre- 
mier ,  appliqué  spécialement  la  probabilité  à  la  liaison 
des  effets  aux  causes  ,  dans  un  Traité  sur  l'évidence, 
couronné ,  en  1763,  par  l'Académie  de  Berlin.  Yoici 
comme  il   raisonne. 

«  Si  nous  avons  expérimenté  une  seule  fois  que 
r>  deux  faits,  A  et  B  ,  se  suivent  immédiatement ,  il 
n  se  présente  pour  nous  trois  suppositions  :  ou  que  A 
n  ait  son  fondement  en  B ,  ou  que  A  et  B  aient  leur 
11  fondement  commun  dans  une  troisième  cause  C ,  ou 
11  que  chacun  des  deux  dépende  enfin  d'une  cause  iso- 
n  lée  ou  indépendante.  Dans  les  deux  premiers  cas, 
)i  ils  devront  reparaître  toujours  à  la  suite  l'un  de 
n  l'autre  ;  dans  le  troisième . . . ,  leurrencontre  sera  l'effet 
ii  du  hasard  :  ils  pourront  se  trouver  aussi  bien  séparés , 
n  éloignés  ,  que  réunis.  . .  (*).  11  On  voit  déjàqu'en  ad- 
mettant l'influence  de  la  répétition  du  jugement  de  pos- 
sibilité sur  notre  esprit,  (5  et  6),  il  doit  être  porté 
à  supposer  une  liaison,  soit  immédiate,  soit  médiate  , 
entre  A  et  B.  11  Donc,  s'ils  se  reproduisent  de  nouveau; 
11  si ,  en  se  reproduisant ,  ils  paraissent  constamment 
n  réunis ,  il  devient  vraisemblable  que  cette  réunion 
ii  a  son  principe  dans  l'une  des  deux  premières  hypo- 
•1  thèses.  Plus  la  répétition  aura  été  fréquente ,  la  ren- 
n  contre  des  deux  faits  étant  constante  ,  plus  cette  vrai- 
r>  semblance  augmentera;  elle  ira  croissant  ainsi  jusqu'à 
r>  l'infini,  n  Voyons  comment  le  calcul  justifie  cette 
dernière  assertion. 

98.  On  a  observé  un  grand  nombre  de  fois  de  suite  l'ap- 

(*;  Histoire  comparée  des  systèmes  de  philosophie  ,  pai 
M.  Degeraudo  ,  t.  Il,  pag.  i5i    et  suiv. 
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parition  consécutive  ou  simultanée  des  faits  A  et  B  -y  la 
probabilité  que  cette  apparition  jouit  d'une  grande  possibi- 
lité ,  s'obtiendra  en  cherchant  la  probabilité  de  l'hypothèse 
par  laquelle  le  rapport  des  chances  qui  établissent  le 
concours  de  l'un  avec  l'autre,  diffère  très-peu  de  l'unité  ; 
et  pour  rendre  la  chose  plus  sensible,  on  peut,  ce  me 
semble,  énoncer  ainsi  la  question  :  On  a  tiré  d'une  urne 
(avec  l'attention  de  les  y  remettre  chaque  fois)  un  grand 
nombre  de  billets  marqués  AB;  s'il  riy  en  avait  que 
■de  cette  sorte  ,  l'apparition  simultanée  des  lettres  A  et  B 
serait  nécessaire  ;  mais  c'est  ce  qu'on  ignorera  tant  que 
tous  les  billets  ne  seront  pas  tirés:  on  demande  donc 
quelle  est  la  probabilité  que  le  rapport  du  nombre  des 
billets  de  l'espèce  de  ceux  qui  sont  sortis ,  au  nombre 
total  des  billets,  est  compris  entre  des  limites  données  ? 
Soit  m  le  nombre  des  billets,  a  une  fraction  assez 
voisine  de  l'unité  ;  la  probabilité  que  le  rapport  inconiui 
tombe  entre   a  et  1 ,   aura  pour  expression 

et  nommant  P  cette  probabilité  ,  il  viendra 

P  =  i  —  am^  (83). 

a  étant  <i,  la  valeur  de  a™4"1  pourra  être  rendue  aussi 
petite  qu'on  voudra  ;  son  décaissement  qui  ne  sera  pas 
d'abord  très-rapide,  si  a  diffère  peu  de  l'unité,  le  de- 
viendra dès  que  le  nombre  m  sera  très-considérable. 
Soit ,  par  exemple  , 

1   OOO  000 

a  =  , 

1   OOO  001 

et  qu'on  l'élève  à  la  îoo  ooo  oooe  puissance,  on  trouvera 
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facilement  ,   par  le  moyen  des  logarithmes ,  que  c 
puisa*  tie   à  L'unité  divisée  par    un  nombre 

de  44  chiffrée;  et  comme  c'e^t  la  prohabilité  contraire 

a   celle  qu'on  du  relie,  on  jugera  par  là  combien  c 
dernière  approche  de  l'unité. 

Si   l'on  se   donne  P  et  qu'on   prenne   a  pnur  iiicon- 


m-M 


nue ,  on  obtiendra  a  =  \/  i  —  /J.  En  faisant  seu- 
lement  P  =z  ± }  m  étant  toujours  100  ooo  ooo  ,  on 
trouvera 

o  =  °,.99999999:5. 

environ ,  fraction  qui  diffère  bien  peu  de  l'unité  ;  et 
ce  rapport  du  nombre  des  billets  marqués  AD  au 
nombre  total  ,  sera  la  limite  qui  sépare  les  rapports 
probables ,  de  ceux  qui  ne  le  sont  pas  (o,)  ;  ensuite 
que  celui  qui  e^t  un  peu  moindre  sera  déjà  probable  (*). 
Ces  résultats  peuvent  donner  une  idée  de  ce  que 
doit  être ,  quand  on  l'étend  à  la  suite  des  siècles  con- 
nus  et  à  toute   la  terre,   l'expression  numérique  delà 

(*)  Si  on  n'a  pas  de  Tables  de  logarithmes  assez  étendues  pour 
effectuer  ce   calcul,  on  peut  employer  la  formule 

r  \n         x*     f  1  a  "\2 
a*  =  i  -t-  -  r-  H (t-     )  +  e<c  , 

île        i.2   U<-v 

(  Compl.  des  Elan.  d\Jlgèb.) 

dans  laquelle  le  =  0,43.429 ;   il   faudra  y   changer  «  en   1  —  P 

et    .r  en  ;    et  quand  le   nombre    m-+-i  sera  très-^rand,   les 

deux  premiers  termes  suffiront.    Dans  l'exemple   ci  -  dessus  ,  ou 

1  —  P  =  -     on  aura 
2 


m-f-i  1        3o  1  3 

2  =  1 — -  .--  =  1 7 

/«-f-i    .p  100  000  001  ^ 

environ. 


DES    PROBABILITÉS.  167 

probabilité  de  la  dépendance  de  phénomènes  tels  que 
la  rencontre  des  corps  et  le  déplacement  qui  en  est  la 
suite  ,  si  prodigieusement  répétés  dans  un  seul  jour  et 
dans  un  seul  lieu. 

La  probabilité  qu'il  y  a  très-peu  de  chances  con- 
traires à  la  permanence  du  mouvement  de  la  tore , 
déjà  très-considérable  quand  elle  est  conclue  du  nombre 
de  levers  et  de  couchers  du  soleil,  comptés  depuis  les 
rems  les  plus  reculés ,  devient  bien  plus  forte  encore 
quand  on  a  égard  aux  lois  connues  des  mouvemens  de 
notre  globe  ,  parce  qu'alors  la  conformité  des  positions 
observées ,  avec  les  positions  calculées ,  doit  être  re- 
gardée comme  fournissant  de  nouveaux  faits  ,  dont  le 
nombre   est  presqu'infini. 

Il  s'en  faut  de  beaucoup  sans  doute  que  les  faits  soient 
aussi  multipliés,  par  rapport  à  d'autres  liaisons  regar- 
dées comme  des  lois  de  la  nature  ;  ni  que  la  plupart 
de  nos  inductions  soient  établies  sur  de  tels  fondemens  ; 
mais  il  faut  bien  prendre  garde  à  l'influence  qu'exercent 
les  faits  les  plus  répétés ,  par  rapport  à  ceux  qui  le  sont 
moins.  Dès  que  les  premiers  nous  ont  fait  acquérir  le 
sentiment  de  la  constance  des  lois  de  la  nature,  nous 
l'étendons  à  tout  ce  qui  se  passe  sous  nos  yeux;  et  pour 
tous  les  cas  avec  lesquels  nous  sommes  familiarisés  , 
notre  confiance  dans  la  liaison  des  effets  aux  causes  , 
passant  en  habitude,  peut  encore  croitre,  par  cette 
raison,  beaucoup  plus  rapidement  que  la  probabilité 
indiquée  par  les  calculs  précédens. 

De  plus  ,  le  but  essentiel  de  nos  observations  étant 
de  prévoir  ce  qui  doit  arriver,  la  probabilité  de  la  pro- 
duction d'un  nouvel  événement  semblable  à  ceux  qui 
ont  déjà  été  observés ,  e5t  celle  qui  nous  intéresse  le  plus, 
parce  qu'elle  peut  servir  à  régler  notre  conduite;  or,  pour 
celle-ci ,  le  calcul  prend  une  marche   beaucoup  plus 
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rapide  ;  car  l'expression        \      (86)  diffère  bien  peu  de 

m-f-2  v  r 

l'unit»'1,  lorsque  m  est  un  peu  grand.  Cette  proposition  , 

le  soleil  se  lèvera  demain,    par  exemple ,  en  prenant 

pour  point  de  départ  une  époque  reculée  de  6000  an    , 

1    «.•,.,,,      ,    2  îqi  5oi     c. 
a  maintenant   une    probabilité    égale  a  — - — = — .   ai 

2  191  hC2 

l'on  embrasse  un  intervalle  de  plus  d'un  jour,   la  pro- 

Tn_i  . 

habilité,  donnée  alors  parla  formule — ,  va  sans 

m"f"/7"T" l 
cesse  en  décroissant  et  peut   devenir   très-faible  ;   mais 
cette  conséquence  n'a  rien  qui  choque  la  raison ,  puisque 
l'avenir   peut  développer  des  lois  qui  nous  sont  encore 
inconnues  (*). 
- , - 

(*)  Bertrand,  de  Genève  (Developpemens  nouveaux  de  la 
partie  élémentaire  des  Mathématiques,  t.  I,  page  4 '8),  a  traite 
aussi  la  question  précédente,  mais  par  la  considération  des  proba- 
bilités à  priori  seulement;  et  il   a  pris  pour  la  probabilité  simple 

de  l'événement  observé,  celle  qui  donnait  -  pour  la  probabilité  de 

la  répétition  de  cet  événement  m  fois  de  suite  ,  parce  que  l'hypothèse 
de  cette  probabilité  ne  favorise  ni  ne  défavorise  la  production 
de  la   série  d'événemcBS  observés.  Suivant  ce  mode,  on  a 


i        ,,   .  i 

3*=-,     dou      x  = 

a 


m 

et  comme  ,  par  cette  expression  ,  plus  m  augmente,  plus  x  approche 
de  l'unité,  plus  aussi  on  doit  s'attendre  à  l'apparition  d'un  événement 
pareil  à   ceux  qui  ont  déjà  eu  lieu. 

La  formule  de  la  note  précédente,  donnerait ,  dans  le  cas  de  m  un 
peu  grand, 

3 
a         m"~7 

X    =*    I    —    .  -    ^=    , 

m    4  m 

m     *     t 

ce  qui  ne    diffère  pas  beaucoup  de  :  mais  Bertrand  n'a  con- 

1  r         m-\-i 

tidéré  qu'une  seule  hypothèse ,  au  lieu  que  la  méthode  directe  I«s 

embraisc  touies. 
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99.  On  ne  manque  donc  point  de  motifs  5 uiïisans  pour 
appuyer  la  légitimité  des  conclusions  dupasse  à  l'avenir; 
et  c'est  en  cela  que  consiste  le  pouvoir  de  l'analogie  ; 
mais  n'est-il.  pas  arrivé  qu'en  se  livrant  trop  à  ce  pou- 
voir, les  savans,  aussi  bien  que  le  vulgaire,  soient  tom- 
bés dans  l'erreur ,  et  aient  hasardé  des  assertions  pré- 
maturées ?  Cependant  ils  ne  pouvaient  suivre  d'autre 
voie  pour  découvrir  la  vérité.  Que  l'on  examine  avec 
attention,  soit  les  règles  de  Descartes,  soit  celles  de 
Newton,  rapportées  dans  la  note  de  la  page  2  ,  y  verra-t- 
on autre  chose  que  le  soin  de  faire  rémunération  la  plus 
exacte  possible  des  faces  d'une  idée  ou  des  combinai- 
sons de  plusieurs  faits?  Lorsque  rénumération  sera  com- 
plète, que  la  dépendance,  se  trouvant  la  même  dans 
tous  les  cas ,  sera  nécessaire  ,  il  y  aura  certitude ,  soit 
phvsique,  soit  intellectuelle,  au  moins  pour  chaque 
partie  indivisible  du  raisonnement,  ou  chaque  fait  en 
particulier  (1  et  2).  Hors  de  là  ,  on  ne  peut  plus  que  ba- 
lancer les  cas  favorables  à  l'analogie  avec  les  cas 
contraires  ;  et  s'il  ne  s'en  présente  pas  d'abord  de  cette 
dernière  espèce  ,  rien  ne  garantit  qu'il  n'en  arrivera 
point.  L'hypothèse  qui  explique  complètementun  grand 
nombre  de  faits  n'est  encore  que  probable ,  et  le  cal- 
cul apprécie  le  degré  de  confiance  qu'elle  mérite  : 
mais  tant  que  les  faits  ne  seront  pas  tous  observés  , 
tous  mesurés  avec  la  plus  grande  précision  ,  aucune 
hypothèse  ne  se  changera  en  véritable  théorie  ;  les  plus 
heureuses  ne  seront  que  des  méthodes  artificielles,  pour 
lier  par  une  seule  formule  ,  ou  comprendre  dans  une 
seule  expression,  la  dépendance  d'un  nombre  de  faits 
plus  ou  moins  grand. 

100.  Tels  étaient  les  principes  d'après  lesquels  Con- 
dorcet,  plaçant  la  certitude  absolue  seulement  dans 
la    conscience    d'une   »en.-ation    actuelle  ,    et  dans    la 
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perception    instantanée  et  avec   pleine  évidence  de  la 
convenance   ou  de   la  disconvenanco    de  deux  idées  , 
donnait   pour  fondement  au  reste  de  dos  connaissances 
notre  tendance  générale  à  croire  au  retour  des  faits  que 
noi^  ayons   observé»  plusieurs  fois  sur    nous  ou  sur 
les  autres    objets  (1  et  2),  et  faisait   deux  classe*  de 
probabilités,  la   première   comprenant  celles  dont  la 
différence  avec  l'unité  est  inassignable  ,  mais  tellement 
petite,    qu'il    serait   superflu  de  la  calculer  ,  et  aux- 
quelles nous  acquiesçons  par  une  habitude  dont  nous  ne 
nous  rendons  pas  compte ,  comme  nous  le  faisons ,  ou  au 
moins  comme  nous  devrions  toujours  le  faire  pour   les 
probabilités  de  la  seconde  classe  (*).  Ainsi  s'établit  une 
gradation  non  interrompue,  depuis  les  propositions  qui 
n'admettent  aucun  doute,   jusqu'aux  plus  incertaines. 
Cette  manière  d'envisager  nos  connaissances  donne  une 
base   solide    au    scepticisme    u  qui,    dans    les    écoles 
n  grecques  ,    avait  dégénéré    en  un  ridicule   charlata- 
»  niame;  mais  qui,  chez  les  modernes,  dégagé  de  ces  sub- 
n  tilités  pédantesques  ,  est  devenu  la  véritable  philo- 
r>  sophie  ,  et  qui  consiste ,  non  à  douter  de  tout ,  mais 
r»  à  peser  toutes  les   preuves ,    en  les  soumettant  à  une 
y>  rigoureuse    analvse  ;   non  à  prouver  que  l'homme  ne 
n  peut  rien  connaître,    mais   à    bien   distinguer    et  à 
u  choisir  pour  objet    de  sa  curiosité  ce  qu'il  est  pos- 
h  sible    de  savoir   (**).  n 

(*J  A  la  tete  tics  probabilités  de  la  première  classe  se  trouve  celle 
qui  fonde  noire  croyance  à  Tcxistence  des  corps,  ou  notre  «  per- 
»  suasion  que  le  système  des  sensations  qui  sont  excitées  en  nous 
a  dans  un  instant .  se  représentera  constamment  de  même  dans 
3)  des  circonstances  semblables,  ou  avec  de  certaines  différences 
.,  lices  constamment  au  changement  des  circonstances.  »  (  Essai 
sur  l"1  application  de  C  Analyse  a  la  Probabilité ,  etc.  Discours 
préliminaire,    page  xij.  ) 

(*",.  Eloge  de  Franklin.     OEuvres  de    Cnndorcel  ,    tome  IV, 

r-  9Î 
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101.  La  théorie  mathématique  concourant  avec  h  s 
simples  aperçus  du  bon  sens  et  avec  les  résultats  de 
l'expérience,  à  prouver  que  le-,  lois  delà  nature  peuvent 
se  reconnaître,  au  moins  à  la  longue  ,  dans  la  succes- 
sion des  faits  qui  en  sont  les  conséquences  nécessaires; 
il  s'ensuit  que  dans  les  questions  dont  les  élémens  sont 
trop  compliqués  pour  en  épuiser  les  combinaisons,  en 
parcourir  tout  l'enchaînement ,  il  faut  interroger  la  na- 
ture ,  compter  et  comparer  les  faits,  enfin  juger  à 
posteriori  de  ce  qu'il  est  impossible  de  prévoir.  Telle 
est  la  base  et  le  motif  de  l' application  du  calcul  des 
probabilités  aux  sciences  phvsiques  ,  morales  et  po- 
litiques. 

Cette  application  conduira  toujours  à  des  résultats 
utiles,  ou  maintiendra  dans  ce  doute  salutaire,  qui 
prévient  les  erreurs  dangereuses  ,  lorsqu'on  la  fera 
avec  circonspection ,  c'est-à-dire  en  distinguant  avec 
soin  les  faits ,  d'après  les  diverses  circonstances  qu'ils 
présentent ,  afin  d'éviter  de  rapporter  à  toutes  ce  qui 
ne  convient  qu'à  quelques-unes  ,  de  confondre  les  points 
de  vue  qui  doivent  être  séparés  ,  et  de  rendre  géné- 
rales des  conclusions  qui  ne  sont  vraies  qu'entre  cer- 
taines limites.  Ce  sont  là  les  reproches  que  l'on  peut 
faire  quelquefois  avec  raison  à  des  calculs  très-sa- 
vans  ,  mais  dans  les  résultats  desquels  on  ne  trouve  pas 
une  grande  évidence,  ni  une  utilité  bien  prochaine. 
Mais  que  l'on  y  prenne  garde;  c'est  parce  que,  faute 
de  données,  on  a  été  obligé  de  les  appuyer  sur  des 
suppositions  souvent  très-détournées,  que  leur  marche 
est  devenue  si  compliquée  ,  et  leur  résultat  si  incer- 
tain. Un  nombre  suffisant  d'observations  dégagées  de 
toutes  les  circonstances  étrangères  aux  conséquences 
qu'on  cherche,  offrira  toujours  un  moyen  aussi  simple 
que  sûr  de  découvrir  ces  conséquences ,   ou  d'en  me- 
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surer  l'étendue    et  la  valeur,  et  par  conséquent  d'ap- 
précier les  combinaisons  qui  les  ont  amenées. 

De  simples  registres,  fidèlement  tenus,  suffiraient 
pour  reconnaître  l'effet  d'un  impôt,  par  les  variations 
qu'il  produit  dans  les  salaires  et  les  consommations  ; 
celui  des  réglemens  commerciaux,  parle  mouvement  des 
importations ,  des  exportations ,  le  progrès  des  manu- 
factures ,  la  culture   des  terres. 

On  peut  juger  aussi  d'un  système  d'instruction  ,  pari» 
recensement  des  sujets  qu'il  aura  produits  après  un  cer- 
tain nombre  d'années  ;  d'un  système  de  législation  ci- 
vile ,  par  le  nombre  de  procès  qu'il  aura  engendrés  ou 
prévenus  ;  d'une  législation  criminelle ,  par  le  nombre 
des  coupables  condamnés  ou  absous  et  repris.  Mais 
pour  qu'on  puisse  tirer  parti  de  ces  observations ,  il 
faut  que  l'épreuve  du  système  soit  continuée ,  que 
les  résultats  en  soient  recueillis  avec  impartialité,  pour 
être  comptés  avec  exactitude.  Je  dis  comptés  ;  car 
lorsqu'on  n'en  vient  pas  là,  on  tombe  presque  toujours 
dans  des  déclamations  vagues.  Il  n'y  a  pas  de  mesure 
de  gouvernement  qui  ne  lèse  un  assez  grand  nombre 
d'intérêts  particuliers;  et  si  les  personnes  qu'elle  attaque 
ont  du  crédit,  savent  parler  ou  faire  parler  pour  eux, 
la  mesure  la  plus  utile  à  la  masse  générale  de  la  na- 
tion ne  peut  pas  subsister;  quelques  inconvéniens  rele- 
vés avec  force  ou  avec  adresse  la  font  révoquer ,  tandis 
qu'une  énumération  exacte  de  ses  effets  aurait  rendu 
incontestable  la  supériorité  de  ses  avantages  sur  ses  in- 
convéniens. En  s'écartant  de  ce  procédé,  on  a  pu 
même  l'attaquer  de  bonne  foi. 

Pour  donner  un  exemple  de  ces  jugemens  vagues 
qu'on  porte  par  de  simples  aperçus ,  sur  des  objets 
susceptibles  d'une  évaluation  précise,  je  rapporterai  le 
beau  résultat  obtenu  par  M.  Duvillard ,  dans  son  Àna-* 
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lyse  de  V influence  de  la  petite  vérole  sur  la  mortalité , 
(p.  1  o).  Il  a  démontré ,  d'après  les  Tables  de  mortalité ,  à 
Genève,  à  La  Haye  et  à  Berlin,  que   passé  Cage  de 
Zo  ans ,  la  petite  vérole  est  d'autant  moins  dangereuse 
pour  ceux  qui  ne  t ont  pas  encore  eue ,  qu'ils  sont  dans  un 
âge  plus  avancé.  L'opinion  commune  est  contraire  à  ce 
résultat  ,   et  il  est   aisé   de  sentir  comment  elle  a  pu 
s'établir  avant  qu'on  ait  fait   l'observation   exacte   du 
nombre  des  morts  causées  par  la  petite  vérole  contrac- 
tée à  différens  âges.  On  a  été  d'autant  plus  frappé  de 
ces  morts ,   qu'elles  sont  arrivées  plus  loin  de  l'époque 
ordinaire  delà  maladie.  L'importance,  pour  la  société, 
des  personnes  qu'elle  lui  enlevait ,  et  un  danger  qu'on 
était  porté  à  regarder  comme  particulier  à  la  jeunesse  , 
ont  beaucoup  agi  sur  l'imagination  des  spectateurs  \  alors 
des  impressions  purement  morales  sont  venues  se  mêler 
à  un   jugement  où  ne   devait   entrer  que    le    calcul. 
Ce  qui  est  arrivé  ici  a  encore  bien  plus  de  force  dans 
toutes  les  circonstances  où  les  intérêts    et  les  passions 
sont  fortement  agités  :  aussi  n'est-ce  encore   que  dans 
ce  qui  regarde  la  mortalité  des  individus ,  et  leur  mul- 
tiplication, qu'on  a  recueilli  les  faits  avec  quelque  suite  ; 
c'est  donc    dans    ces    faits    qu'un    grand  nombre    des 
auteurs  qui  ont  écrit  sur  l'économie  politique,  a  cher- 
ché la  mesure  pour    évaluer   le  mérite   des   s}rstèmes 
divers    d'administration   et  de   gouvernement  :  et  par 
cette  raison,  je  donnerai,  avec  quelque  détail,  la  ma- 
nière d'y  appliquer  le  calcul  des  probabilités. 

Détermination  des  probabilités  de  la  vie  humaine. 

1 02.  La  formation  des  Tables  de  mortalité  serait  très- 
simple,  si  l'on  pouvait  trouver  sur  les  registres  des  dé- 
cès, ceux  d'un  grand  nombre   d'individus  choisis  sur 
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registres  des  naissancej  ,  et  par  ce  moyen  déter-» 
minant  combien  il  en  resta  à  la  fin  de  chaque  année, 
de  leur  âge  (*).  Mais  ce  moyen  est  rarement  prati- 
cable ;  car  ultats  de  ce  genre  ne  pouvant  méri- 
ter quelque  confiance  qu'autant  qu'ils  sont  déduits 
d'un  grand  nombre  de  faits,  si  l'on  s'attache  à  un  lieu 
d'une  faible  population,  il  faudra  dépouiller  les  re- 
gistre-, d'une  longue  suite  d'années,  pour  suppléer 
à  la  quantité  de  naissances  simultanées  que  peut  four- 
nir une  ville  considérable;  mais  dans  l'un  et  l'autre 
cas ,  qui  est-ce  qui  oserait  entreprendre  de  suivre  chaque 
individu  à  travers  les  changemens  de  domicile,  les  migra- 
tions ,  l'imperfection  même  des  registres ,  et  la  foule  des 
noms  répétés,  qui  seule  pourrait  occasionner  très-souvent 
beaucoup  de  confusion  ?  Et  puis ,  comme  on  le  verra 
bientôt,  et  comme  il  est  facile  de  le  prévoir,  le  tems 
influe  sur  les  probabilités  de  la  vie  humaine,  soit  par 
les  changemens  politiques  ,  soit  par  le  perfectionnement 
qu'apporte  dans  le  régime  et  la  police  civile  le  pro- 
grès des  lumières  :  les  Tables  formées  sur  des  obser- 
vations qui  embrassent  un  trop  grand  intervalle  de  tems 
ne  sauraient  donc  convenir  ni  à  l'époque  où  remontent 
les  premières,  ni  à  l'époque  présente.  Voilàbiendes  diffi- 
cultés qui  rendent  la  méthode  indiquée  ci-dessus  à  peu 
près  impossible  à  suivre  ,  excepté  dans  quelques  cas 
particuliers  dont  il  sera  fait  mention  plus  loin;  et 
aussi  est-ce  d'une  toute  autre  manière  que  la  chose 
s'est  faite. 

La  plus  ancienne  Table  de  mortalité  que  l'on  con- 
naisse est  celle  que  Hallev  a  déduite  des  registres  de 
la  ville  de    Breslaw  en  Silésie,  et  qu'il  a  publiée  dans 


(*)  Théorie  analytique  des  Probabilités,  pag.  388. 
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les  Transactions  philosophiques  y  en  1693.  Il  fit  choix 
de   cette  ville,  parce  que  le   nombre  des  naissances  et 
celui  des  morts  y  différant  très  -peu,  il  pensait  que  la 
population   s'v  maintenait   à    peu    près   dans    un   état 
stationnaire,   et  qu'en   conséquence  les   pertes  qu'elle 
faisait   en  individus   dans  les  divers  âges ,  étaient  sen- 
siblement proportionnelles  à  la  mortalité  ,  pour  chacun 
de  ces  âges,   ce  qui  faisait  qu'on  pouvait  regarderies 
individus    décédés  chaque  année  ,   comme  s'ils  fussent 
tous  nés  la  même  année  ,  et  leurs  âges  respectifs  comme 
indiquant   la  manière  dont  s'éteindrait  successivement 
un  pareil   nombre   d'individus   avant    commencé  leur 
vie    simultanément.  Halley*  réunit  donc  le  nombre  des 
morts  arrivées  depuis  1687   jusqu'en    1691,  à  Breslaw, 
distribua  ce  nombre  suivant  les  âges;  alors  retranchant 
du  premier  nombre   celui  des  enfans   morts   à    1   an  , 
le  reste  indiqua  le  nombre   des  survivans,   desquels  il 
retrancha  ensuite  le  nombre  des  enfans  morts  à  2  ans , 
pour  obtenir  celui  des  survivans  ,    et  ainsi  de  suite;    et 
afin   de    faciliter    les  calculs,   il    réduisit    ces    divers 
nombres  proportionnellement  à  icoo  ,  par  lequel  il  re- 
présenta celui  des  enfaans  de  1  an. 

La  commodité  de  ce  procédé  supplée  bien  à  ce  qui 
lui  manque  du  côté  de  l'exactitude  ,  parce  qu'on  en  peut 
répéter  fréquemment  l'application  ,  et,  compensant  par 
la  variété    des  lieux  et  des  époques,   les   erreurs  aux- 
quelles il  est  sujet  ,  arriver  à  des  valeurs  moyennes  suf- 
fisamment approchées  pour  présenter  des  résultats  inté- 
ressant. Smart  en  a  fait  usage  pour  la  ville  de  Londres  ; 
Dupré  de  Saint-Maur ,  pour  celle  de  Paris ,  et  il  a  été 
appliqué  à   presque  toutes  les  capitales  et  à  beaucoup 
d'autres  lieux.  Mais  dans  plusieurs  Tables,  dans  celles 
de  Dupré  de  Saint-Maur ,  par  exemple  ,  il  s'est  glissé 
d'a>3ez  grandes  inexactitudes ,  parce  que  l'âge  est  très- 
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souvent  fautif  dans  le>  actes  de  décès  ;  les  personnes  qui 
l'indiquent  ,  ou  1<-'  savent  mal,  ou  ne  donnent  que  le 
nombre  rond  le  plus  approchant  ;  aussi  on  trouve 
souvent  60  ans  où  il  aurait  fallu  5g  ou  58,  et  de  là 
résultent  dans  le  premier  de  ces  âges  plus  de  décès  en 
apparence  qu'il  n'y  en  a  eu  réellement.  Cette  inexactitude 
est  aisée  à  remarquer,  par  la  marche  trop  inégale  des 
nombres ,  qui  doivent  se  succéder  dans  la  Table  ;  et 
il  faut  tâcher  de  les  corriger  de  la  manière  la  plus 
vraisemblable ,  en  régularisant  les  différences  ;  c'est 
ce  qu'a  fait  Saint-Cyran,  pour  les  Tables  de  Dupré 
de  Saint-Maur  (*). 

Le  concours  de  circonstances  nécessaire  pour  pouvoir 
suivre  les  individus  un  à  un  ,  n'a  jusqu'à  présent  eu  lieu 
que  par  rapport  à  quelques  classes  dont  l'ordre  de  morta- 
1  ité  est  très-différent  de  celui  de  l'universalité  des  hommes  : 
telle  était  la  classe  des  rentiers  viagers  de  Hollande,  dont 
Kerseboom  adressé  la  Table  de  mortalité,  celle  des  ren- 
tiers viagers  de  France ,  connus  sous  la  dénomination  de 
tontïniers ,  et  celle  des  religieux  de  l'ordre  des  Bénédic- 
tins ,  dont  les  Tables  «ont  l'ouvrage  de  Deparcieux,  etc. 
L'intérêt  du  gouvernement,  l'ordre  établi  dans  une 
congrégation  d'hommes  studieux,  donnaient  aux  re- 
gistres de  ces  classes  une  exactitude  et  une  clarté  qui 
en  facilitaient  beaucoup  le  dépouillement',  mais  aussi 
les  résultats  devaient  être  fort  éloignés  de  ceux  de  la 
vie  ordinaire.  Ce  n'est  que  sur  des  enfans  paraissant 
bien  constitués ,  et  en  général  sur  des  adultes  bien 
portans ,  que  l'on  place  en  rente  viagère.  Ceux  qui 
jouissent  d'un  pareil  revenu  tiennent  pour  la  plupart 
une  conduite  uniforme  et  modérée ,  qui  doit  prolonger 


(*)  Voyez  ses  Recherches  sur  les  Jientes  viagères.  2e  part.,  p.  a3. 
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nr  existence*,  beaucoup  sont  célibataires  :  les  reli- 
gieux l'étaient  tous  et  n'entraient  dans  leur  profession 
qu'après  être  échappés  iiux  dangers  de  l'enfance  et 
de  l'adolescence.  Des  Tables  calculées  sur  de  pa- 
reils individus  ne  sauraient  donc  servir  que  pour 
ceux  qui  sont  placés  dans  les  mêmes  circons- 
tances ;  c'est  ce  qu'on  verra  lorsque  j'exposerai  la 
théorie  des  rentes  viagères.  Les  questions  dont  je  vais 
d'abord  m'occuper  sont  seulement  relatives  à  la  vie 
considérée  en  elle-même  ,  et  à  la  population  ,  en  sup- 
posant que  les  événement  futurs  se  succèdent  comme 
les  événemens  passés ,  ce  qui  est  permis ,  puisqu'on 
regarde  le  nombre  de  ceux-ci  comme  très-grand  par 
rapport  à  celui  des   autres. 

100.  La  plus  simple  de  ces  questions  est  la  recherche 
des  probabilités  de  la  prolongation  de  la  vie  à  chaque 
âge.  Par  exemple  ,  la  probabilité  de  vivre  encore  10  ansj, 
lorsqu'on  est  parvenu  à  l'âge  de  4° ,  s'obtient  en  di- 
visant par  le  nombre  des  personnes  de  cet  âge,  le 
nombre  des  personnes  de  5o.  La  Table  de  la  Loi  de  la 
mortalité  en  France,  insérée  dans  Y  annuaire  du  Bureau, 
des  Longitudes  ,  donnant  pour  l'un  de  ces  nombres 
56g  4c£  ,     et    pour  l'autre     297  070  ,    il    en    résulte 

2Q7 

7~-  =0,800  environ  ;  la  Table  dressée  sur  les  registres 

de  Londres,  par  Price,  donne  - —  =r  0,696  ;  celle  de 

220 
Vienne  ,    par     Sussmilch  ,  — -  ==  o  738  ;     celle    de 

290 

224 

Berlin  ,    par     le     même  ,  ^— -  3=  0,747  ;    enfin  ,   celle 

O  w  o 

43 1  0_ 

des  campagnes,  en  puisse,  par  Muret,  — g  =  0,802  , 

probabilité  plus  forte  que  les  précédentes. 

13 
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104.  On  cherche  encore  quelle  est  la  durée  de  la 
vie  probable,  à  on  âge  donné;  on  entend  par  cette 
durée  Je    1  d'années  après  lequel  la  probabilité 

d'exish  r  et  celle  de  ne  pa-  exister  sont  les  mêmes,  et 
par  o  $équ«n1  ê  pies  à  [.  Il  est  évident  que  cela  a 
lieu  lorsque  le  nombre  des  personnes  de  l'âge  dont 
on  part  est  réduit  à  la  moitié  de  ce  qu'il  était.  Si  l'on 
rche  ce  terme  ,  à  compter  de  la  naissance  ,  on  trou- 
vera par  îe?  Tables  de  Dupré  de  Saint -Maur,  qu'à 
Paris  il  tombe  entre  8  et  9  ans  ;  à  Londres ,  un  peu 
avant  3  ans  ;  à  Vienne,  un  peu  avant  2;  un  peu  après , 
à  Berlin;  mais  que  ce  terme  est  bien  plus  éloigné  dans 
Jes  campagnes.  La  Table  de  Y  Annuaire ,  moyenne 
pour  toute  la  France,  le  place  entre  20  et  21  ans;  celle 
d'Angleterre  ,  entre  27  et  28  ans  ;  celle  du  Brande- 
bourg,  entre  25  et  2S  ;  celle  de  Suisse  ,  à  41  ans, 
Cette  prodigieuse  différence  entre  les  campagnes  et  la 
ville,  ne  saurait  être  attribuée  qu'aux  suites  de  l'ex- 
trinie  misère,  à  la  malpropreté,  au  resserrement  des 
demeures  et  à  l'insalubrité  qui  en  est  la  conséquence, 
dans  les  capitales.  A  Montpellier,  ville  dont  la  popu- 
lation est  d'environ  32cco  individus,  et  dont  on  re- 
garde le  séjour  comme  très-sain,  le  ternie  dont  il  s'agit 
n'est  cependant  placé  que  vers  6  ans. 

L'âge  de  4°  ai-s  étant  assez  ordinairement  celui  où 
l'état  d'un  homme  est  fait,  où  il  commence  à  jouir 
du  fruit  de  ses  premiers  travaux ,  on  peut  être  curieux 
de  connaître  la  vie  probable  qui  s'y  rapporte.  Les  Tables 
citées  précédemment  donnent,  à  Paris,  plus  de  21  ans; 
en  France ,  terme  moyen ,  23  ans  ;  à  Londres ,  1 8  ;  à 
Tienne,  plus  de  19;  à  Berlin,  de  même;  en  Suisse , 
près   de  20. 

La  plupart  de  ces  Tables  ne  s'étendent  guère  au-delà 
de  go  ans ,  que  l'on  doit  regarder  comme  l'extrêma 
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yieilîesse ,  puisqu'il  est  très-rare ,  non-seulement  de 
passer  cet  âge ,  mais  de  l'atteindre.  Le  rapport  du 
nombre  d'individus  de  cet  âge  ,  à  celui  des  naissances, 
sera  la  mesure  de  la  longévité,  dans  le  lieu  pour  le- 
quel la  Table  a  été  construite.  La  Table  de  Y  Annuaire 

donne  pour  la  France =  0,0008  ;  celle  de  Lon- 

ÎOOCO 

3  3 

dres ,  =  0.0020  :  celle  de  Vienne,  — — ■=  =  0,0020  : 

1018  îAùo 

6 
celle  de  Berlin  ,  — - —  =  0.00/2  \   et  celle  de  Suisse  . 
1427  ^ 

o,oo5o  ;  cette  dernière  probabilité  ,  plus  forte  que  les 
autres  ,  est  encore  surpassée  par  celle  qu'offre  la  Table 
calculée  par  Gorsuch,  sur  les  registres  de  quelques  pa- 
roisses de  campagne ,  en  Angleterre ,  et  qui  est  de  0,0070. 
On  ne  doit  pas  encore  trop  compter  sur  ces  résul- 
tats ,  parce  que  le  nombre  des  observations  qui  se  rap- 
portent aux  derniers  âges  est  très-petit.  Les  Tables  de 
Kerseboom,  dressées  sur  les  décès  des  rentiers  viagers 
de  Hollande ,  et  celles  que  Deparcieux  a  déduites  des 
registres  des  tontines  de  France,  quoique  se  rapportant 
à  des  classes  d'individus  choisis ,  ne  s'étendent  pas  jus- 
qu'à 100  ans  ;  la  première  donne ,  pour  l'âge  de  90  ans  , 

— -—  :=  0,0071  ;  la  seconde,  0,0110  pour  parvenir,  de 
1400  '  *        * 

l'âge  de  3  ans,  à  celui  de  90. 

Price  dit  que  la  probabilité  de  parvenir  à  80  ans  est 

2  21 

~-=  dans  le  pays  de  Vaud,  —  en  Brandebourg  ,  =-    à 

4.0  /\Z)  00 

Breslaw  .  =-  à  Berlin,   — -  à  Londres,  -7- à  Vienne  (*). 
oj  40  41 

io5.  Dans  les  Tables  dont  je  viens  de  faire  usage , 


(*)  Tona.  Ier  des  Mémoires  présentés  a  VInstitut,  etc.,  pag.  75. 

12.  .* 
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îOnt  confondus  ;  cependant  l'ordre  de  mor- 
talité n'est  pas  le  même  pour  tous  deux;  il  varie  encore  , 
sun  ions  et  d'autres  circonstances  dont  on 

Il  reflet  en  séparant  les  décès  en  classes  rela- 
s  à  chacune  de  ces  circonstances.  C'est  ce  que  l'on 
a  commencé  de  faire  ,  depuis  qu'on  a  reconnu  l'utilité 
i  >nre  d'observations;  mais  les  données  manquent 

;:vent  sur  les  actes  de  décès;  et  quand  on  les  y 
ave,  le  travail  du  classement  devient  trop  consï- 
able,  lorsqu'il  faut  le  recommencer  sous  divers 
points  de  vue.  (}>  l'abrégerait  beaucoup,  si  on  faisait 
les  relevés  dans  la  forme  ingénieuse  imaginée  par 
<  idorcet,  pour  enregistrer  des  faits  ou  désigner  des 
objets  par  une  combinaison  de  caractères  qui  en  in- 
diquent les  principales  propriétés  (*). 

Quand  on  ne  veut  que  saisir  la  marche  des  résul- 
tats ,  il  est  commode  de  substituer  aux  Tables  des 
res  où  les  nombres  soient  représentés  par  des  lignes 
eu  des  espaces;  ces  signes  naturels  de  la  grandeur,  la 
rendant  sensible  à  l'œil ,  en  peignent  immédiatement 
I  s  variations  :  telle  est  la  propriété  des  courbes  de 
mortalité.  C'est  ainsi  qu'on  nomme  celles  qui  se  cons- 
truisent en  élevant  sur  une  ligne  divisée  en  autant  de 
parties  égales  qu'il  y  a  d'années  dans  la  plus  longue 
vie,  des  perpendiculaires  proportionnelles  aux  nombres 
d'individus  existans  à  chaque  âge. 

10G.  Comme  toute  courbe  continue  peut  être  repré- 
ce  par  une  équation,  quelques  géomètres  ont  cher- 

(*)  Voyez  ses  Elcmens  du  Calcul  des  Probabilités ,  pag.  3i. 
ne  forme,  dans  l'explication  de  laquelle  il  n'a  peut-être  pas  mis 
assez  de  clarté,  eût  ete  bien  saisie  et  appliquée  par  quelque  natura- 
.  je  ne  doute  pas  qu'elle  n'eût  ete  bientôt  adoptée,  et  qu'il  n'en 
fût  résulte' beaucoup  d'avantages  ,  sans  compter  celui  de  l'extrême 
brièveté.  C'est  une  espèce  de  dictionnaire  OU  l'on  peut  trouver  ['.* 
motf  pur  un  assez  grand  nombre  de  clefs, 
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ché  à  obtenir  celle  des  courbes  de  mortalité,  en  liant, 
par  une  formule  algébrique,  tous  les  nombres  insérés 
dans  une  Table  de  mortalité.  Lambert  a  trouvé  que* 
l'équation 

y  =  i  cgoc  (^^V—  61761e-  W>82_e~  2>43lI4  J 

représentait  très-bien  la  Table  construite  sur  les  re- 
gistres de  Londres;  et,  par  analogie,  M.  Duvillard  a. 
proposé  d'employer  en  général  l'équation 


y 


=iV(Lzfy_mfe-^e-^}, 


dans  laquelle  y  désigne  le  nombre  des  individus  de 
l'âge  x,  N  le  nombre  total  des  naissances,  t  l'âge  le 
plus  avancé  de  la  Table,  c  la  base  des  logarithmes 
népériens  ,  m ,  k  et  n  des  constantes  qu'on  détermine 
pour  chaque  Table  en  particulier  (*). 

C'est  dans  les  premières  années  que  la  marche  des 
Tables  paraît  plus  irrégulière  ;  mais  bientôt  le  nombre 
annuel  des  morts  devient  constant,  pendant  un  inter- 
valle de  tems  plus  ou  moins  considérable.  La  Table 
de  Breslaw,  par  exemple,  donne  6  décès  par  an,  depuis 
12  ans  jusqu'à  22  ,  7  de  22  à  29  ,  etc.,  et  pourrait  ainsi 
se  partager  en  progressions  par  différences.  Moivre  a 
trouvé  que  ,  sans  trop  s'écarter  de  la  vérité,  on  pouvait 
n'établir  qu'une  seule  progres^on  depuis  l'âge  de  22  ans 
jusqu'à  celui  de  SQ  ,  auquel  il  a  placé  le  dernier  terme 
de  la  vie,  regardant  les  âges  plus  avancés  comme  des 
cas  trop  rares ,  pour  qu'il  soit  nécessaire  d'en  tenir- 
compte .  Cette  progression,  ayant  pour  différence  l'unité 
et  se  réduisant  à  zéro  à  86  ans ,   donne  pour  les  âges 

(*)  Voyez  les  Beytrage ,  etc.  de  Lambert,  t.  III,  pag.  $$3  ,  et  ici 
Recherches  sur  les  Emprunts ,  par  M.  Duvillard,  pag.  8,  nj;t,. 
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préi  >.  deoa  un  nombre    d'individus   égal    à  l'excès   de 
ans  but    chacun    de    ces   âges  ,    excès   que  Mo  ivre 
appelle  complément    dé   vie,    A  l'âge   de  bo   ans,   par 
*\unple,  le  nombre  des  vivans    est    36,    la  probabi- 

cle  vivre  1  an,   —  ,  et  celle  d'en  vivre  10,  r—.  De 
ob  ob 

cette  loi  résulte  la  formule  très-simple ^'=86 — x  (*). 

i;-.  Après  avoir  considéré  les  questions  qui  se  ré- 
«olvent  presqu'à  vue  ,  au  moyen  des  Tables  de  mor- 
talité, je  pa^se  à  celles  qui  demandent  plus  de  calcul. 
La  première  dont  je  m'occuperai  est  la  recherche  de 
la  vie  moyenne.  L'idée  parait  en  être  venue  d'abord 
à  Nicolas  Bernoulli,  en  appliquant  à  la  durée  de  la 
vie ,  la  formule  de  l'espérance  mathématique  ,  admise 
pour  l'évaluation  pécuniaire  des  hasards  (6o  et  G5)(**). 
Puisque  chaque  individu  pris  en  particulier  peut  se 
flatter  de  parvenir  à  l'âge  le  plus  avancé ,  l'espérance 
qu'il  a  sur  toutes  les  années  qui  doivent  s'écouler  jus- 
qu'à cet  âge,  se  mesurera  en  multipliant  leur  nombre 
par  la  probabilité  d'y  arriver. 

Je  prendrai  un  exemple  dans  la  Table  dressée  par 
Deparcieux.  On  y  trouve  qu'aux  âges  de 

87,  88,  %9,  90,  91,  92,  93,  94,  95 

ans  ,  il  reste 

29,  22,  16,  11,    7,    4,    2,    1,    o 

individu?-,  et  à  cause  que  les  décès  ont  lieu  à  diverses 
époques  de  l'année  ,  on  prend  le  milieu  de  l'année 
pour  leur  époque  commune.  Dans  cette  hypothèse , 
la  différence  7  entre  les  nombres  d'individus  existans 
à  87  et  à  SS  ans ,  indiquant  ceux  qui  sont  morts  dan* 

(*)  Voy«l  le    Treatise  af  annuities  ,  qui  suit  la  Doctrine  of 

ces. 
v"*     Actortuà  «ruditorum  supplcmcnta  .  t   I\  ,  pag.   15g. 
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cette  année  ,  ne  leur  assigne  que  6  mois  ou  une  ;  an- 
née de  vie;  et  en  continuant  sur  ce  pied,  on  trou- 
vera qu'aux  dorées 

î     3     5     7     o     1 1     1 3     1 5 
à'  â*   a'  2J  a'  TJ  TJ  T 

années ,   répondent 

7,   6,   5,   4,   3,     2,      i,      î 

individus.  Cela  posé,   l'un  quelconque  des  29   ire 
dus  de  l'âge  de  87  ans   pouvant  se  rr-uver  car.- 
quelconque  des  groupes  ci-dessus,  aura  pour  atteindra 
lej  durées  correspondantes,   les  probabil 

7^54  2        1        l 

*9'  5'   *B'   29'   V   20'   "9J   29' 

multipliant  donc  ces  fractions  par   les  durées    cr rres-» 

i 
pondantes,    et  ajoutant  les  produits,  on  aura — 

2  ans  8  mois  ,  pour  l'espérance  de  vie  ,  à  l 'âge  de  87  ans. 

La  partie  de  l'opération  ci-de— u5,  dans  laquelle  on 

multiplie  d'abord  les  nombres  7,   6,  etc.  par  le:  frac- 

,  1     3  . 

tions  correspondantes  -,  -,  etc.,  et  on  ajoute  les  j 

doits,  revient  évidemment  a  calculer  la  dnrée  collec- 
tive de  l'existence   drr3  individus   de    chaque    groupe; 

et  en  divisant  le  résultat  par    le   nombre  29   des 

individus,  on  répartit   également  cette  durée  à  chacun. 
Si  l'on  substitue  aux  nombres  7,  6,    etc.,    les    ex- 
pressions équivalentes  29 — 22,  22 — 1G,  etc.,  et  qu'on, 
ne  fasse  qu'indiquer  les  multiplications  ,    par   les  du- 

1      3  .  -  ,   . 

s  —  1   -,  etc.,  la  somme  ces  produits   sera  rep 

*.      2 
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•entée  par 

i  5  5 

-  (39—22)  +  -  (22—16)  +  -  (16—11) 

H-  ^  (^—  7)  +f  (7  —  4)  +^  (4-2) 

+    ^(2-l)    +    ^(l-0), 

ce  qui  se  réduit  aisément  à 

^.29  +  224-16+  ii  +  7  +  4  +  û-f-2-f-i, 

et  il  ne  reste  plus  qu'à  diviser  par  29  la  somme  des 
termes,  à  partir  de  22,  nombre  d'individus  corres- 
pondant à  88  ans ,  puis  ajouter   J  au  quotient. 

Cette  règle,  indiquée  par  Deparcieux  ,  est  générale  , 
ensorte  que  si  a,  a,  a",  a">  a"  désignent  les  nombres 
d'individus  vivans  à  des  âges  consécutifs  (a""  étant  le  der- 
nier de  la  Table),  /rla  vie  moyenne  ,  à  partir  de  l'âge 
correspondant  au  premier  nombre  a,  et  V ',  à  partir  de 
l'âge  a,  on  aura 

r    \         if    1         m    1         lui  _  11    ■        m    1        //// 


2  a  2  a 

tirant  de  la  seconde  expression  la  valeur  de  a -\-d* -\-d'" > 
pour  la   substituer  dans  la  première  ,  il  viendra 


2        a  \  2  / 


formule  qui ,  faisant  trouver  aisément  V  par  V t  se- 
rait commode  pour  calculer  les  vies  moyennes  cor- 
respondantes aux  divers  âges,  en  commençant  par  le 
plus  avancé  (*). 

(*)  La    formule  ci-cîcssus  est  lire'c  de    la    Théorie  analj tir/ne, 
'les  Probabilités .  pag.  4n- 
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ic8.  C'est  par  la  durée  de  la  vie  moyenne  que  l'on  com- 
pare, sous  le  rapport  de  la  vitalité,  les  âges ,  les  lieux 
et  les  époques.  En  France,  suivant  la  Table  de 
Y  annuaire  y  on  trouve  pour  cette  durée,  à  partir  de  la 
naissance  ,  28  ans  9  mois  ;  à  Londres  ,  17  ans  1 1  mois  ; 
à  Vienne  ,  1 5  ans  3  mois  ;  à  Berlin  ,  17  ans  1  mois  ;  et 
en  Suisse,  07  ans  1  mois. 

Les  sexes  offrent  aussi  à  cet  égard  une  différence 
assez  considérable.  M.  Mourgues  a  trouvé,  d'après  21  ans 
d'observations,  qu'à  Montpellier,  la  vie  moyenne, 
à  partir  de  la  naissance  ,  était  de  26  ans  3  mois 
et  20 jours,  en  prenant  collectivement  les  deux  sexes; 
mais  qu'en  les  distinguant,  celle  des  hommes  était  de 
24 ans  3  mois  et  1 5  jours,  et  celle  des  femmes,  de  28  ans 
3  mois  et  28  jours  (*). 

Ce  n'est  qu'après  avoir  passé  les  dangers  de  la  pre- 
mière enfance  ,  qu'on  arrive  à  la  plus  longue  espérance 
dévie.  L'âge  auquel  correspond  cette  espérance,  ou  à 
partir  duquel  la  vie  moyenne  a  la  plus  grande  durée  , 
varie suivantles lieux,  et  indique  ainsi  l'époque  de  la  vie 
que  le  pays,  ou  les  autres  circonstances  caractéristiques 
de  la  Table  favorisent  le  plus.  En  France,  la  Table  de 
Y  Annuaire  donne  ,  pour  ce  maximum  ,  43  ans  5  mois , 
et  le  place  à  5  ans  ;  celui  de  la  vie  probable  y  e^t 
de  45  ans  8  mois,  et  se  trouve  1  an  plus  tôt. 

Les  observations  sur  la  mortalité  ne  remontent  pas 
assez  haut  pour  qu'on  puisse  comparer  les  tems  un  peu 
anciens  avec  le  tems  présent.  Il  parait  cependant  pro- 
bable que  les  progrès  des  arts  et  des  sciences,  en  mul- 
tipliant les  commodités  de  la  vie ,  en  ont  augmenté  la 

'*)  Mémoires  présentes  h  la  première  Classe  de  i Institut,  par 
des  Savans  étrangers 3  t.  Ier  ,  pag.  71 — 72, 
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durée  moyenne  ;  et  la  ville  de  Genève  offre  déjà  quelques 
faits  qui  le  prouvent.  Au  seizième  siècle ,  la  vie 
moyenne  n'y  était  que  de  18  ans  J>;  au  dix-septième 
siècle,  elle  s'était  élevée  à  s3  J  ;  au  dix-huitième  siècle, 
elle  s'est  accrue  jusqu'à  52  ans  £.  Il  en  est  de  même 
pour  la  vie  probable  (ic4)  :  elle  était  seulement  de 
4  ans  J  au  seizième  siècle  ;  de  1 1  |  au  dix-septième , 
et   surpassait  27  ans  au  dix-huitième  siècle  (*). 

icq.  La  Table  de  mortalité  sert  encore  à  déterminer 
la  manière  dont  la  population  se  compose  par  rapport 
aux  âges.  En  supposant  toujours  que  l'état  de  cette  po- 
pulation soit  stationnaire ,  c'est-à-dire  que  le  nombre 
des  naissances  annuelles  soit  à  trè-:-peu  près  égal  à 
celui  des  décès,  et  constant,  il  suffit,  pour  trouver  le 
nombre  des  individus  existans  dans  un  âge  donné  , 
de  remonter  à  l'année  où  les  individus  de  cet  âge  ont 
du  naître,  et  de  calculer  par  la  Table  de  mortalité 
combien  il  en  doit  rester  à  la  première  époque;  ce  sera 
le  nombre  demandé. 

Si  on  prend  le  nombre  de  naissances  marqué  dans 
la  Table,  pour  celui  des  naissances  annuelles,  et 
qu'on  ajoute  tous  les  nombres  de  cette  Table,  on  aura 
le  montant  delà  population  correspondante  aux  nais- 
sances et  à  l'ordre  de  mortalité  qu'elle  représente.  Puis 
si  l'on  retranche  successivement  de  cette  somme  le 
nombre  des  naissances ,  celui  des  individus  de  1  an , 
de  2  ans,  etc.  ,  le  reste  exprimera  le  nombre  des  in- 
dividus compris  depuis  1  an,  2  ans,  etc.  jusqu'au 
terme   de   l'existence.   C'est   ainsi   qu'a  été  formée   la 


*    Voy.  flans  la  Bibliothèque  britannique  ,  t.  IV,  pag.  3aS,  nn 
moire  de  M.  Hodicr.  Ces  fai:s  sont  rapportes  aussi  par  M.  31:» i- 

ihus,  dans  son  Essai  sur  le  principe  de  la  population,  t.  II;pag.  3l 
de  la  traduction  franchise. 
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Table  insérée  dans  Y  Annuaire  ,  sous  le  titre  de  Loi 
de  la  population  en  France.  Pour  plus  d'exactitude  , 
d'après  l'observation  faite  dans  le  n°  précédent,  on 
prend,  au  lieu  des  nombres  marqués  pour  chaque  an- 
née, le  mi]iea  entre  deux  années  consécutives,  afin 
de  rapporter  les  décès  à  la  demi  -  année ,  qui  en  e^t 
l'époque  moyenne. 

Ce  partage  de  la  population,  suivant  les  âges,  est 
peut-être  le  résultat  le  plus  important  à  considérer, 
dans  l'estimation  de  la  prospérité  d'un  état,  si,  comme 
M.  Maltbus  parait  l'avoir  prouvé ,  le  nombre  des 
naissances  augmentant  beaucoup  dès  qu'il  s'est  fait  un 
vide  dans  la  population ,  même  à  la  suite  de  fléaux 
destructeurs,  n'est  pas  propre  à  faire  juger  des  progrès 
de  cette  population  et  de  sa  force  réelle.  En  effet , 
cette  dernière  tient  au  nombre  d'individus  dans  la  vi- 
gueur de  l'âge ,  et  dont  toutes  les  facultés  sont  déve- 
loppées autant  que  le  permet  l'état  de  la  civilisation, 
secondé  par  une  bonne  distribution  des  moyens  d'exis- 
tence. Une  nation  parvenue  à  cet  état  doit  l'emporter 
sur  celle  où  il  naîtrait  plus  d'enfans  ,  dont  la  perte, 
très-multipliée,  se  réparerait  aussi  très-aisément,  mais 
qui  ,  par  cette  destruction  prématurée  ,  fournirait  en 
proportion  moins  de  sujets  pourl'âge  adulte.  Un  accrois- 
sement dans  cette  partie  de  la  population  n'est  qu'une 
surcharge  pour  l'état. 

no.  Les  divers  problèmes ,  dont  îa  solution  est  in- 
diquée dans  les  ncs  précédens  ,  en  supposant  que  la 
population  soit  stationnaire,  ont  été  traités  par  Euler, 
en  avant  égard  aux  changemens  qu'elle  pourrait  re- 
cevoir, par  la  différence  entre  le  nombre  des  naissances 
et  celui  des  décès   (*);  je  vais  montrer  comment  en 

(*)  Mémoires  de  V Académie  de  Berlin  }  année  i7Go,p.  îi-f- 


188  TRAIT  UENTAIRE 

parvient  à  quelques-unes  de  ses  formules,  tant  pour  con- 
firmer les  principes  posés  dans  le  n°  107,  que  pour 
donner  une  idée  de  ce  genre  de  recherches. 

Soit  P  la  population  à  une  époque  donnée  ,  N  le 
nombre  des  naissances,  M  celui  des  morts,  P',  N' \M ', 
P" y  etc.    les  nombres  analogues  pour    les  années  sui- 

P  P 

Tantes,  et  faisons  —  =  ",    — -  =  m  ;   il  viendra 

P  =  nX=  mil-        d'où       iïf=  —  , 

m 

P'=  P-f-JV— M=  P-f-AYl  —  -^  =  P+P  ("-  —  -^ 

\  7/1/  \7l         772/ 

\  77272     / 

Si  on  suppose  constans  les  rapports  n  et  772,  on  aura  de 
même 

_„  _,   /  777 //\  _/         .      771 7l\* 

P"  =  P'(i  J )  =P  (1  H )  ,   etc. , 

\  77171    /  \  mu    / 

et  la  population  sera  croissante  ou  décroissante,  selon 
que   m^>  n  ou    m  <^n. 

c.  .       ,  ,,    .  ,777 72 

01,   pour  abréger,    on  tait    h =  a  ,     et 

que    dans  les  équations 

P'  =  72_V,  P"  ==  nAT",     etc. 

on  mette  pour  P',  P",  etc.  leurs  valeurs  Pq  ,  Pq1,  etc. , 
puis  pour  P  sa  valeur  7iAr,  toutes  les  équations  foi- 
mées   ainsi  seront   divisibles  par  n  et  donneront 

Av  —  Nq  ,         N"  =  Aty*,     etc.  ;  ' 

on  obtiendrait  de    même 

M'  =  Afy  ,         Jf  =  J*y ,     etc. 
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Ce*  formules  font  voir  que,  dans  l'hypothèse  établie, 
'a  population,  le  nombre  annuel  des  naissances  et 
celui  des  décès,  suivent  tous  des  progressions  par 
quotiens  ,  dont  la  raison  est  la  m^me.  Il  suffit  donc  de 
connaître  par  l'observation  deux  termes  consécutifs  de 
l'une  de  ces  progressi  ns ,  pour  en  déterminer  la  rai- 
son ;  et  rien  ne  sera  plus  aisé  ensuite  que  de  trouver 
dans  combien  d'années  la  population  s'e^t  accrue  dans 
un    rapport  donné. 

Soit  s  ce  rapport,  et  rie  nombre  d'années  écoulée* 
depuis  l'époque  de  P,  on  aura  l'équation 

PqT  =z  sP  ,        ou       qT  =  s  ; 

et  prenant  les    logarithmes ,   on  obtiendra 

r  =  1  -. 

La  rapidité  de  l'accroissement  de  la  population  dépend 
en  grande  partie  de  l'espace  libre  et  productif  sur  lequel 
elle  peut  s'étendre,  et  de  l'augmentation  des  subsistances. 
Les  Etats-Unis  d'Amérique,  réunissant  ces  deux  avan- 
tages, paraissent  doubler  de  population  en  25  ans.  On 
a  lieu  de  croire  que  cet  accroissement  pourrait  s'opérer 
en  r5  ,    dans  le  cas  le   plus  favorable. 

111.  Au  moyen  des  relations  obtenues  dans  l'article 
précédent,  on  détermine  facilement  la  loi  de  mortalité, 
lorsqu'on  connaît  N,  q,  M,  et  comment  ce  dernier 
nombre  se  décompose  suivant  les  âges ,  c'est-à-dire 
si  l'on  a  le  nombre  des  morts  de  chaque  âge  à  l'é- 
poque donnée.  En   désignant  par 

v:,     v%i      v3)      etc. 

le  rapport  entre  le  nombre   des   individus   de    1 ,     <j, 
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5,    etc.  ans,   et  le  nombre  des  naissances ,  et  par 

3f0}     31, ,      3IUy     3/3,     etc. 

le   nombre  des   décès  avant  l'âge  de  1,  2,  5,  etc.  ans, 
on  aura  d'abord 

Si   l'on  remonte  à  l'année  qui   a  précédé  l'époque  des 

nombres    P,    JV,  31  (11c)  ,  on  trouvera  —     pour    le 

nombre    des   naissances  ,  d'où  proviennent   les    enfans 
la  de  2  ans  ;   suivant   la  loi  de  mortalité ,  ce  nombre 

a  dû  se  réduire  à  —  vt    dés  la  première  année,  et  à 
<7 
N 
la  2e  devenir  —  va  :  on  aura  donc  pour  la  mortalité  , 

entre  la  première  et  la  2e  année, 

14             ^                iY                ^Z  ï 

i"  r    =    —  V, V%  =  —  (f,  Va). 

<7        ^        g 

Remontant  ensuite    à  2    ans    avant    l'époque  donnée , 
pour  arriver  à  la  naissance   des  enfans   de   3  ans  ,    le 

N 

nombre   correspondant  des  naissances  esf       ;  il  se  ré- 

duit  à  —  va  à  la   2e  année  ,  puis  à  —  i^àla  3e*,  donc 

la  mortalité,  entre  la  2e  et  la  3e  année ,   sera 

~  (>'a —  V3J,  et  par  conséquent 

M%    =    -  (l-'a  —  r3). 

En  continuant  ainsi  on   trouvera    toujours    des  équa- 
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lions  de  morne  forme ,   desquelles  on  tirera  successi- 
vement 


_  ,          *W                 M0+Miq+M>g* 
-*-—-  =  , , 

M3q3  M0+Mxq+M%q*+M~4 


"4  =  "3-     ^  -v- 

etc. 

Lorsque  ç=i,  on  a  M=.N ,  et  les  expressions 
ci-dessus   se  réduisent  à 

JYV,  =r  M  _  ]*f0 , 

AV2  =  ifcf  —  MQ  —  /If, , 

Nv3  —  Ar  —  ii/0  —  mx  —  iî/a , 

AV4  =  Jfef  —  JJ/0  —  jtf  t  —  Af,  —  Mz , 

etc. 

c'est-à-dire  que  la  Table  de  mortalité  se  déduit  du 
nombre  de  décès  partagé  suivant  les  âges ,  ainsi  qu'on 
l'a  indiqué  dans  le  n°  ic2. 

112.  Quand  la  loi  de  la  mortalité  est  connue, 
celle  de  la  population  se  détermine  de  même  ,  en  re- 
montant aux  naissances  antérieures  à  l'époque  de  P, 
et  réduisant  chacun  de  ces  nombres  suivant  les  années 
écoulées.  Si  l'on  prend  îoo  pour  le  terme  de  la  vie  , 
on  aura  pour  les  âges 

l,       2,       0, ICO,- 

les  nombres  d'individus 

„    N       N       N  N 

N,   -Vl}    ~VU)    -jVS,  .  .  •  .^'ioo  , 
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et  par  conséquent 

d'où 


Lorsque  la  population  est  stationnaire ,  q  étant  i,on 
a,  comme  dans  le  n°   îcg, 

P  =  jV{l  +  Vt*-f  *>* 4-VIOO}* 

En  substituant  aux  quantités  I,  i',  ,  va,  v>3,  etc  .la 
moyenne  prise  entre  les  deux  qui  se  suivent  immé- 
diatement,  savoir, 

la  formule  ci-dessus    se  change  en 

qui  est  la  règle  indiquée  dans   le  n°  îcg. 

î  ]  5.  Halley  parait  être  le  premier  qui  ait  fait  voir 

(*)  Si  la  loi  de  mortalité  était  exprimée  par  une  formule,  comme 
celle  de  Lambert  (ioCj  ,  on  pourrait  cesser  de  s'astreindre  à  placer 
tous  les  décès  annuels  à  la  même  époque,  et  supposer  que  l'ex- 
tinction des  individus  se  fait  d'une  manière  continue  pendant  toute 
la  durée  de  l'année;  mais  il  faudrait  substituer  ci *-s  diîFi'rentielles  et 
des  intégrales,  aux  quantités  et  aux  suites  rapportées  dans  le  texte; 
ainsi  qu'on  peut  le  voir  dans  l'ouvrage  publie  par  M.  DuviJJard, 
sous  le  titre  d'Analyse  et  tableaux  de  r influence  de  la  petite 
vérole  sur  la  mortalité.  C'est  de  la  première  Table  de  cet  ou- 
r  qu'ont  «te  ejctraîtefl  celles  de  Y  Annuaire  que  j'ai  citées. 


/ 
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comment  on  pouvait  conclure  d'une  Table  de  morta- 
lité,  les  probabilités  de  la  durée  de.  la  coexistence  de 
plusieurs  individus  ,  de  la  durée  des  mariages  ,  par 
exemple,  connaissant  l'âge  de  chacun  des  membres 
de  l'association.  Son  procédé  n'est  autre  que  celui 
de  la  formation  des  probabilités  composées  (16). 

Pour  en  montrer  l'application  au  sujet  proposé  , 
cherchons  les  diverses  probabilités  relatives  à  10  années 
d'association  d'un  individu  de  10  ans  avec  un  de  20. 
Il  pourra  arriver,  ou  qu'ils  existent  encore  tous  deux 
au  bout  des  10  années,  ou  qu'un  seul  vive,  ou  que 
tous  deux  soient  morts.  La  Table  de  mortalité  de 
X  Annuaire  t  réduite  sur  le  pied  de  1000  naissances  , 
donne  pour  vivre  10  ans,  à  partir   de  25  ans, 

,  ,    .  ...  ,  4°4  •  4°4       67 

la  probabilité  - — ,  sa  contraire  1 -^  =  — —  : 

471'  471       471 

et  à  partir  de  20  ans, 

l   ;.,.  ,  4^8  •  438       G4 

la  probabilité  = — .   sa  contraire  1  —  - —  =  —-. 

r  002  002  002 

De  ces  probabilités  simples  résultent  les  probabilités 
composées 

— -.^ — ,   qu'ils  existeront  tous  deux; 
471    002 

67    438  .       '       A   , 

-—-.7 — ,   que  le  plus  âge  sera  mort; 
471    D02      ^  r  ° 

4o4    64  ii. 

4 — .= — ,   que  le  plus  leune  sera  mort; 

4;i    002     '  r 

67     64  , 

-r^-.p — ,   Que  tous  deux  seront  morts. 

471    002     ^ 

En  général,  si  e  et  e  désignent  les  probabilités  de 
l'existence  de  chaque   individu  au    terme   de    l'asso- 

l3 
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dation,  f  et  f  les  probabilités  contraires,    le    dé- 
ppemeiot  de 

(<•  +/)(*■'  +/'  )  =  eS  +  ef  +  ef  +ff  =  i , 

donnera 

<     c'f,     ef,    ff 

pour  les  quatre  probabilités  énoncées  ci-dessus.  Quand  on 
cherche  seulement  la  probabilité  que  l'un  quelconque 
des  deux  individus   existera  encore  ,   on  a 


ee 


'  +  e'f+cf  =   .  -ff, 


ce  qui  est  plus  simple  lorsque  les  nombres  f  et/*'  sont 
les  plus    petits. 

1 14.  Avec  ces  probabilités  ,  on  peut  dresser  la  Table 
de  mortalité  particulière  à  chaque  association  •  si  l'on 
en  suppose,  par  exemple,  1000  formées  à-la-fois, 
et  que  les  probabilités  simples  e,  e}  f,  f,  se  rap- 
portent à  la  première  année  écoulée  depuis ,  il  y  aura 
a   la  lin   de    cette  année 

1000  ee    associations  qui  subsisteront  encore, 
1000  ef  où  le  plus  jeune  survivra, 

1000  ef  où  le  plus  âgé  survivra, 

1000  ff  où  tous  deux  seront  morts. 

Calculant  les  mêmes  nombres  pour  chaque  année ,  on 
formera  une  Table  pareille  à  celle  que  M.  Duvillard 
a  construite  pour  les  mariages ,  sur  les  registres  de  la 
ville  de  Genève  (*) ,  et  à  l'aide  de  laquelle  on  déter- 
minera la  durée  probable  et  la  durée  moyenne  de  l'as- 
sociation, comme  la  vie  probable  et  la  vie  moyenne , 
parla  Table  de  mortalité  des  individus  (104  et  107). 
Pour  donner  plus  d'exactitude  à  sa  Table  des  ma- 


(*)  Reclwch.es  sur  les  Emprunts,  pag.  Go. 
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riages ,  M.  Duvillard  a  pris  e  et  y  suivant  la  loi  de. 
mortalité  particulière  aux  hommes,  e  et  f  suivent 
celle  des  femmes  ;  mais  ce  soin,  auquel  il  s'est  hx  né  , 
faute  de  pouvoir  faire  mieux,  laisse  encore  quelqu'incer- 
titude,  car  dans  les  Tables  ordinaires  de  mortalité  ,  les 
décès  des  individus  mariés  sont  confondus  avec  ceux  des 
célibataires,  et  il  y  a  lieu  de  présumer  que  Tordre  de 
mortalité  n'est  pas  le  même  pour  ces  deux  classes  "• 
il  faudrait  donc  les  séparer.  Des  Tables  construites 
d'après  des  observations  faites  immédiatement  sur  les 
mariages,  mériteraient  la  préférence  sur  les  nombres 
conclus  par  le  procédé  indiqué  ci-dessus  ,  et  dispen- 
seraient en  outre  de  tout  le  calcul  qu'il  faut  faire  pour 
obtenir  ces  derniers.  Voilà  un  exemple  très-frappant 
et  très-simple  de  ce  que  j'ai  annoncé  dans  le  n°  ici  , 
sur  l'avantage  des  observations  directes.  Tant  qu'en 
n'a  connu  dans  chaque  lieu  qu'une  loi  générale  de  la 
mortalité  ,  il  a  fallu  supposer  qu'elle  convenait  à  peu 
près  aux  deux  sexes  ;  a-t-on  fait  la  distinction  des  sexes , 
il  a  fallu  supposer  encore  que  la  mortalité  des 
personnes  mariées  différait  peu  de  celle  des  céliba- 
taires: mais  l'observation  particulière  de  la  durée  des 
mariages  et  de  leur  dissolution,  dispense  de  toute  hy- 
pothèse ,  en  donnant  immédiatement  les  probabilités 
dont  on  a  besoin. 

n5.  Les  recherches  sur  les  probabilités  de  la  vie 
humaine  ont  trouvé  une  application  bien  importante, 
dans  les  disputes  qui  se  sont  élevées  sur  l'inoculation 
de  la  petite  vérole.  Il  y  avait  à  résoudre  deux  quêtions 
décisives  :  premièrement,  il  fallait  montrer  combien 
l'inoculation  conserverait  d'individus,  afin  de  faire  con- 
naître de  quelle  utilité  elle  pouvait  être  à  la  société  ; 
et  considérant  ensuite  le  sujet  sous  le  rapport  de  l'in- 
térêt personnel,   il  fallait  balancer  le  danger  que   cette 

1  j.  . 


Î96  TRAITÉ    ÉLÉMENTAIRE 

opération  faisait  courir  à  l'individu,  suivant  son  âge,1 
sa  constitution ,  avec  le  danger  de  mourir  de  la  petite 
vérole  naturelle,  plutôt  que  de  toute  autre  maladie.  Le 
premier  de  ces  dangers  étant  actuel,  devait  frapper 
beaucoup  plus  l'imagination  que  le  second,  réparti  sur 
toute  la  durée  de  l'existence  et  ne  paraissant  que  dans 
l'éloignement.  A  cette  distinction  ,  d'Alembert  voulait 
qu'on  ajoutât  la  différence  de  prix  que  doivent  avoir 
les  années  de  la  jeunesse,  comparativement  à  celles 
d'un  âge  avancé;  mais  ici  on  retombe  dans  ces  esti- 
mations vagues  qui  ne  peuvent  être  l'objet  d'aucun 
calcul  exact. 

On  arriverait  facilement  à  des  déterminations  précises 
sur  l'une  et  l'autre  des  questions  énoncées  plus  haut, 
si  l'on  connaissait  le  nombre  des  individus  que  la  petite 
vérole  attaque  dans  chaque  année,  avec  leur  âge,  le 
nombre  de  ceux  qui  en  meurent,  et  quelle  serait  la 
probabilité  de  mourir  chaque  année,  si  la  petite  vé- 
role était  éteinte.  Ce  dernier  élément  a  été  conclu  des 
données  précédentes  et  des  Tables  ordinaires  de  mor- 
talité ,  en  retranchant  du  nombre  total  des  morts  de 
chaque  âge  ,  celui  des  morts  causées  par  la  maladie , 
et  divisant  le  reste  par  le  nombre  total  des  individus 
existans  à  cet  âge  ;  mais  ,  cela  suppose,  ce  me  semble , 
que  les  individus  éteints  par  la  petite  vérole,  n'auraient 
succombé  à  aucune  autre  maladie ,  s'ils  eussent  été 
préservés  de  celle-là  ,  supposition  qu'on  pourrait  bien 
ne  pas  admettre.  Il  paraît  plus  exact  de  comparer  le 
nombre  de  décès  occasionnés  par  d'autres  maladies  que 
la  petite  vérole ,  non  pas  à  la  totalité  des  individus  de 
l'âge  dont  il  s'agit ,  mais  au  nombre  de  ces  individus, 
diminué  de  ceux  qui  sont  morts  de  la  petite  vérole ,  quoi- 
que ce  ne  soit  pas  encore  tenir  compte  de  la  manière  dont 
iraient  éteints  ces  derniers  individus ,  s'ils  eussent  été 
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préservés  de  la  petite   vérole.  Pour    éviter  ces  objec- 
tions, il  faudrait  déterminer  immédiatement  cette  mor- 
talité sur  des  individus   soustraits  à  l'influence    de   la 
maladie.  En  choisissant  ceux  qui  ont  déjà  eu  la  petite 
vérole,  on  pourrait  néanmoins  encore  craindre  que  l'ef- 
fet de  cette  maladie  n'eût  opéré  dans  leur  constitution 
un  changement  d'après  lequel  leur  ordre  de  mortalité 
ne  fût  pas  le  même  que  pour  des  individus  préservés 
de  toute  autre  manière  ;  mais  quoi  qu'il  en  soit  de  ces 
difficultés,  les  résultats  n'en  conserventpas  moins  la  même 
marche,  et  je  ne  les  ai  exposées  que  pour  montrer  com- 
bien  le  sujet  est  épineux.   Je  reviens  aux  données  in>- 
quées  ci-dessus. 

iV.étant  toujours  le  nombre  annuel  des  naissances , 
je  désignerai  par  v',  v",  v'"}  etc.  le  nombre  des  indi- 
vidus existans  à  1  ,  2,  3,  etc.  ans,  par  u,  «',  *", 
u",  etc.  ceux  qui  sont  attaqués  de  la  petite  vérole 
avant  1  ,  2  ,  3  ,  etc.  ans  ,  et  par  fi,  fct  fi' ,  fi",  etc.  ceux 
qui  en  meurent.  Le  nombre  de  morts  causées  par 
d'autres  maladies  sera , 

de  o  à  1  an,     N  —  v'  — «  ft  , 

>  r  11  r 

1  a  2  v    —  v    —  p  , 

\       r?  U  m  II 

2  a  o  v   —  v   —  fi  > 
etc. 

Les  probabilités    de  mourir  de  ces   maladies  seront, 
dans  la  première  hypothèse, 


_  _           /                          t           n            r               uni, 
J\ V  fi  V  V  fi  V  V   fi 


N         »  v'  '  v" 

et  dans    la  seconde , 

ht  1  1  11  r  n  m  a 

JV — y — fi         V  —i'  — fi  V  — v  — fi 

i\  —  fi  v  — fi  v  —p 


etc. 


etc, 


TRATT  TURE 

1  -î  général,  qwVl'  uites ,  soit  de  ces   ex- 

précédentes,  nu  de  toute  autre  ma- 
m",  m'"i  etc.  ;  api 
1  do  la  petite  vérole  ,  un  nombre  Ar  de  naifl- 

donnera     iY(  i  —  m  )    enfan-  de    i    ai, 

— ni)(l — m')  enfai  le  2  au-,  etc.,  nombres  qui 

la  TaWe  de  mortalité  correspondante  à  cet 
de  choses;  et  en  la  comparant  à  la  suite  des 
nombres  JY ,  i',  r'",  v",  etc.,  on  en  déduira  le  nombre 
l  individus  qui  >ont  conservée  dans  chaque  âge,  l'aug- 
mentation de  vie  moyenne  gagnée  par  eux  en  parti- 
culier, et  celle  qui  en  résulte  pour  tous  les  individus. 
Connaissant  d'ailleurs  le  rapport  du  nombre  annuel  des 
mariages  à  celui  des  individus  nubiles,  et  le  rapport 
du  nombre  des  mariages  aux  nni>-ances,  on  obtiendrait 
l'accroissement  produit  dans  les  naissances ,  par  les 
individus  conservés  :  ce  serait  le  gain  de  la  popula- 
tion; mais  pour  qu'il  ait  réellement  lieu,  il  faut  que 
la  facilité  de  subsister  croisse  aussi  dans  le  même 
rapport. 

1 1 S.  Dans    L'état  présent,    a    individus  prenant  la 
ite  vérole  de  o  à  î  an,  et  y  y  succombant,  il  ré- 
sulte, pour  cette  première  année,  les  probabilités  ^  de 

U  Ll  H. 

prendre  la  petite  vérole,  -^ -X'-  —  —,  d'en  mourir  (i G),  et 

"'■  —  *    ,       . 

— — —  de  n  en  être  pas  atteint. 

Des  N —  u  individus  qui  ne  l'ont  point  la  première 
^nnée ,  la  mortalité  causée  par  les  autres  maladies  n'en 
-  -ra  qu:'(.V — *)(i — m)  ;  sur  ce  nombre,  «'  prendront 
la  p  '  ite   v  rôle  dans  la  seconde  année  ,  et  y  y  succom- 
beront; ainsi  on  aura,    pour  cette  2e  armée ,  les  pro- 


DES    PROBABILITES.  I99 

habilités  -— ■ : — de  prendre  la  petite  vérole  , 

(A— *)(i— m)         l  r 

t*  »  -  %  u 

ttt w r    Q  en    mourir,   et    1  —  7^7 — ? 

(N—  «J(i— m)  '  (ZV— *)(i— m) 

de  n'en  être  pas  attaqué.  Le  nombre  des  individus 
qui  ne  seront  pas  atteints  étant  alors  (A7 — «)(i — m) — u  , 

se  réduira,   par  les  autres  maladies,   à 

|(A' — «)(i — m)  —  *')(i — m7) ,  de  la  seconde  à  la  troi- 
sième année.  En  continuant  ainsi,  on  calculera  les  pro- 
babilités  correspondantes  à  chaque   année. 

Si,  pour  abréger,  on  désigne  par  e',  t",  t",  etc.  le 
nombre  des  individus  qui  ne  sont  pas  encore  atteints  de  la 
petite  vérole  au  commencement  de  chaque  année ,  les 
probabilités  d'en  mourir  seront,  pour  la  ire,  la  2e,  la 
3e,  etc.   année , 

!L      ?L      *L 

^y  >       jTl       £«    y       erc-   3 

les  probabilités  d'être  du  nombre  des  individus  qui 
n'en  ont  pas  encore  été  attaqués  seront,  au  commen- 
cement des  années  1 ,    2 ,  3 ,    etc.  , 

r  ti  m 

t  £  £ 

IV  £  £ 

d'où  il  suit  que  les  probabilités  d'en  mourir ,  dans 
i;    2,3,  etc.    ans,  à  partir  de  la  naissance,  seront 


t      p_ t*_        /*_      f*_ 

N'  ?  ~N>      ISr>    Ny 


etc.  'y 


*t  en  partant  de  1  an  , 


£■'£.£,        etc 

i  £  t 
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résultats  qu'on   peut  appliquer  à  toutes  les  années,  en 
accentuant,    d  le    numéro    de    ces  années,  bs 

quantités  <    et  f*.   La  somme 

f        i  r<        >  W     I 


de  ces  probabilités,  poussée  jusqu'à  la  plus  longue 
durée  de  la  vie,  donnera  le  risque  de  mourir  de  la 
petite  vérole ,  rapporté  à  l'âge  d'où  l'on  part.  Ce  risque 
e«>t  celui  qui  devait  être  comparé  au  risque  de  mourir 
de  la  petite  vérole  inoculée,  pour  estimer  l'avantage 
que  l'inoculation  offrait  à  l'individu  qui  voulait  s'y 
soumettre. 

117.  Il  serait  aisé  de  tirer  de  ces  calculs  le  nombre 
des  individus  de  chaque  âge  ,  qui  meurent  sans  avoir  eu 
la  petite  vérole,  la  durée  moyenne  de  leur  vie,  et 
beaucoup  d'autres  conséquences  ,  développées  par 
M.  Duvillard  ,  dans  l'Ouvrage  cité,  p.  192  ,  mais  dont 
le  détail   n'entre  pas  dans  mon  plan. 

Daniel  Bernoulli ,  par  son  éminente  sagacité ,  sup- 
pléa aux  données  précédentes  qui  lui  manquaient, 
en  s'appuyânt  toutefois  sur  deux  hypothèses  que  les 
faits  n'ont  pas  conformées ,  savrir  ,  que  le  danger  d'être 
attaqué  de  la  petite  vérole  était  le  même  pour  tous 
les  âges  ,  ainsi  que  le  dangr-r  d'y  succomber  (*.)  ;  mais 
F  avantage  était  d'ailleurs  si  considérable,  qu'il  de- 
meurait encore  très-évident  malgré  ce  défauf  ,  que 
M.  Duvillard,  aidé  des  observations  multipliées  faites 
postérieurement  au  Mémoire  de  Bernoulli,  a  entiè- 
rement évité.  Voici  quelques-uns  des  principaux  ré- 
sultats qu'il  a   obtenus. 


(*)  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences  de  Paris,  an.  1760, 
Bkg.  1. 
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On  trouve    aux  pages  142  et  sn'v.  de  son  Ouvrage, 
i°.  que  dans  l'état  naturel,  sur  1  000  000  d'enfans  nais- 
sans  ,  85  6l  5  mourront  tôt  ou  tard  de  la  petite  vérole ,  et 
que  la  vie  moyenne  de  ceux-ci  sera  de  3an,,9  ;  20.  que  si 
cette  maladie  avait   disparu ,  leur  vie  moyenne  s'élè- 
verait à  44ansy7  ;    et  que   dans   cet   ordre    de   choses  , 
que   l'auteur    appelle   Y  état   non    variolique  ,    la   vie 
moyenne  de  tous  les  individus  serait  de   32a"5  J  au  lieu 
de  28™'  -  (10P),   la  population,  qui,    pour    ]  oco  000 
de    naissa<ces,-  ne    monte  qu'à  28  76*3  000  individus , 
s'élèverait  à  32  255  000.  Tels   seraient  les  effets  de  la 
vaccine,  si    la  pratique  en   devenait  générale.  Et  qui 
pourrait  empêcher  qu'il  n'en  fût   ainsi,  puisqu'elle  est 
d'une  extrême  facilité,  qu'elle  ne  présente  aucun  dan- 
ger, elque  le  nombre  des  épreuves  directes  et  inverses 
auxquelles  elle  a  déjà  été  soumise  constate  son  utilité, 
par  une    probabilité  très  -  approchante  de   l'unité,   et 
appréciable   par  les   calculs  les  plus  simples  ? 

118.   Ce  n'est    pas  pour  la    petite  vérole  seulement 
que  les    médecins   ont  formé   des  tableaux  d'observa- 
tions :  il  y  a  déjà  quelques  ouvrages  où  l'on  a  suivi  cette 
méi.hode ,    la  seule  qui  soit  vraiment    démon^rative  ; 
puisque  la   médecine  ne    se  compose  en  grande  partie 
que  de  faits  déduits  immédiatement  de  l'observation, 
qui  seule  a  fait  remarquer  et  a  constaté  l'effet  des  re- 
mèdes spécifiques  les  mieux  reconnus   pour  tels.  Les 
efforts  de  la  nature  se  combinent  de  tant  de  manières 
avec   les    diver-es    méthodes   curatives ,    qu'aucune  de- 
ces   méthodes  n'est  peut-être  entièrement  dépourvue  de 
succès  ,  au  moins  apparens.  C'est  donc  de   la  compa- 
raison du  nombre   de  ces  succès ,  avec  le  nombre  total 
des  maladies  traitées  suivant  chaque  méthode,  et  des 
maladies  abandonnées  à  la   nature  (si  ce  dernier   cas 
pouvait  avoir  lieu)  ,  qu'on  doit  assigner  le  mérite  re- 
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latif  de  ces  méthodes,  et  répondre  aux  objections  re- 
nouvelées sans  cesse  contre  la  médecine.  M.  Pinel , 
et  plusieurs  autres  médecins,  ont  fait  connaître  les  résul- 
tats obtenus  dans  les  hôpitaux  où  se  traite  l'aliéna- 
tion mentale.  En  1789  ,  M.  William  Black  ,  médecin 
anglais  ,  a  publié  la  seconde  édition  d'une  Analyse 
arithmétique  et  médicale  des  maladies  et  de  la  mor- 
talité de  f espèce  humaine  {An  arithmetical  and  mé- 
dical Analysis  etc.  ).  C'est  par  la  continuation  et 
l'extension  d'un  pareil  travail ,  que  l'on  pourra  cons- 
tater irrévocablement  si  la  médecine  fait  des  progrès 
réels  :  les  hôpitaux  ,  plus  nombreux  et  beaucoup  mieux 
tenus  que  dans  le  siècle  dernier,  offrent  à  cet  égard 
de  grandes  facilités  (*). 


(*)  On  a  tant  calomnie  l'esprit  philosophique ,  c'est-à-dire  la 
raison  appliquée  à  tout  ce  qui  interesse  la  société',  qu'il  doit  être 
permis  de  rappeler  les  faits  évidens  qui  parlent  en  sa  faveur.  L'un 
des  plus  frappans  est  l'amélioration  du  sort  des  malades  dans  les 
hôpitaux,  due  aux  efforts  d'hommes  bien  connus  pour  n'être  mus 
que  par  unephilantropie  purement  humaine.  C'est  par  leurs  soins, 
et  dans  un  temps  difficile  ,  qu'a  cesse  l'entassement  des  malades  dans 
un  même  \hhVH6tel-Dieu  ,  que  les  mesures  ont  ête' prises  pour  di- 
minuer la  mortalité  effrayante  des  enfans  trouves  ,  qu'ont  été  formés 
des  hospices  séparés  pour  l'accouchement  et  l'allaitement ,  et  beau- 
coup d'autres  institutions  d'ordre  et  de  bienfaisance  qu'il  serait  trop 
long  de  détailler  ici.  Dans  ce  dix-septième  siècle  ,  si  vanté  ,  la  mor- 
talité de  l 'Hôtel-Dieu  de  Paris  était  le  scandale  des  étrangers  :  il  y  pé- 
rissait plus  de  3ooo  malades  par  an  ,  faute  de  soins.  (  Voyez  Essay 
tending  to  prove  that  in  ihe Hospital  called  l'Hôtel-Dieu  at  Paris , 
thère  die  above  3ooo  per  annum,  by  reason  ofill  accommodation 
(1687) ,  PoliticaU  Essays  ,  by  William Petty,  édit.  de  1755,  p.  63). 

Le  zèle  religieux  comme  la  pitié,  peut  sans  doute  prodigueriez 
secours,  mais  la  raison  seule,  les  dispensant  avec  impartialité» 
établissant  l'économie  par  l'ordre  ,  sait  faire  participer  le  plus  grand 
nombre  d'individus  au  bienfait,  et  préparer  dans  le  présent  dci 
ressources  pour  1" avenir. 
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Des   Rentes  viagères ,   et  des  assurances  sur  la  vie 
et  sur  les  choses. 

1  ic).  Les  probabilités  de  la  vie  humaine,  combinées 
avec  l'accroissement  des  fonds  placés  à  intérêt  composé, 
ont  donné  lieu  aux  renies  viagères,  aux  assurances 
sur  la  vie t  aux  caisses  d'épargne,  et  en  général  à 
toutes  les  spéculations  par  lesquelles  on  se  procure  , 
soit  pour  le  présent,  soit  pour  l'avenir,  des  avantages 
pécuniaires  dépendans  des  chances  de  la  mortalité. 
L'importance  de  ces  théories  à  multiplié  beaucoup 
3es  questions  qui  s'y  rapportent  et  les  auteurs  qui  en 
ont  traité.  On  ne  doit  donc  s'attendre  à  trouver  ici 
que  les  indications  nécessaires  pour  montrer  comment 
le  sujet  se  rattache  au  calcul  des  probabilités;  et  la 
solution  des  problèmes  les  plus  simples  suffira  pour 
cela. 

Considérons  premièrement  chacun  des  v  individus 
compris  dans  une  Table  de  mortalité  à  un  âge  donné , 
comme  propriétaire  d'une  rente  viagère  s  ,  ou  comme 
devant  toucher  annuellement  cette  somme  pendant  toute 
la  durée  de  sa  vie  ;  celui  qui  est  chargé  de  payer  ces 
rentes,  et  que  je  nommerai  le  banquier,  donnera  à 
la  iin  de  la  ire  année  la  somme  v's,  à  la  fin  de  la  2e, 
v"sy  à  la  fin  de  la  5e,  v"s ,  et  ainsi  de  suite;  v,  v", 
v'",  etc.  désignant  le  nombre  des  individus  existans  à 
Ja  fin  de  ces  années.  Si  t  représente  létaux  de  l'intérêt, 
ces  sommes,  rapportées  au  commencement  delà  pre- 
mière année  (  Voyez  les  Elém.  aV  Algèbre.)  ,  devien- 
dront respectivement 

v's  v"s  vws 

etc. . . . 


i-M'    (i  -f-02>    (i  -T-03* 

et  ainsi  de  suite  ,  jusqu'à  l'âge   où  finit  la  Table  de 
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mortalité.  En  les  ajoutant  on  aura  la  valeur  totale  de 
ce  qu'ont  dû  payer  les  individus  cxistans  à  la  première 
époque,  pour  acquérir  ces  rentes  ;  chacun  d'eux  aura 
donc  payé  pour  sa  part , 


ï    f  /j  v"s  vmt  \ 

v  \T+i  +  U+ly  +  (TTô1  +  et°'  )  " 


5. 


La  somme  S  est  le  capital  de  la  rente  viagère  s-,  c'est 
au^>i  la  valeur  moyenne  des  sommes  payées  par  le  ban- 
quier, réparties  entre  tous  les  individus  de  la  Table, 
de  manière  qu'il  n'éprouvera  ni  perte,  ni  gain,  si  l'ex- 
tinction des  rentiers  a  lieu  conformément  aux  nombres 
marqués  dans  cette  Table. 

La  formule  de  l'espérance  mathématique  donne  la 
même  expression  pour  S ,  en  ne  considérant  si  l'on 
veut  qu'un  seul  rentier  ;  car  les  sommes  éventuelles 
rapportées  à  la  première  époque  étant 


i-M'    0  +  0*'     0  +  03' 


etc. , 


et  les  probabilités  que   le  rentier  existera  à  la  fin  àes 

années 

1  ,  2 ,  3 ,  etc. 

étant 

t  h  m 

V  V  V 

i  7~  »  >  etc.  t 

V  V  V 

son  espérance  mathématique  sera 


v 


+  -  7T7-7T:  +  T.   TTT-K;  +  etc«  ~ 


v    î-f-f  v    (i-f-Oa  v    0  +  0' 

valeur  de  S  trouvée   ci-dessus. 


DES  PROBABILITÉS.  2û5 

120.  Ces  deux  manières   de  mettre  le  problème  en 
équation,    doivent    rappeler   les   réflexions   du  n°  78  , 
et  montrer  comment  le  sort    de   l'emprunteur    qui  se 
charge  d'une  seule   rente  viagère,  diffère  de  celui  du 
banquier   payant  un  nombre  de    rentiers  assez  consi- 
dérable pour  que   leurs  décès  suivent   l'ordre  indiqué 
par  la   Table  de  mortalité.  La  première  entreprise  est 
bien  hasardeuse;  l'autre,   au  contraire,   l'est  peu,   si* 
toutefois    la    Table    de  mortalité   a  été  construite  ou 
choisie  d'après  la  classe  d'individus  qui  doivent  com- 
poser les  rentiers.   Quand  il  s'agit  d'un  emprunt  public 
à  rentes  viagères,   on  doit  bien  se  garder  d'employer 
la  Table  de  mortalité   générale,  pour  une  grande  ca- 
pitale; car  ce   ne  sont  guère  que  des  individus  choisis 
qui  s'intéressent  à  ces  emprunts  :  aussi  sont  -  ils  très- 
onéreux  à  l'état   quand  on  donne  le  même  taux  sur 
toutes   têtes,   c'est-à-dire  pour    un   âge  quelconque, 
comme  on  l'a  fait,   en  France,    vers  1780,    ce  qui  a 
produit  la  spéculation  suivante. 

Des  banquiers ,   avant   remarqué  l'avantage   que  les 
femmes  avaient  à  Genève  sur  les  hommes  ,  par  rapport 
à  la  durée  moyenne  de  la  vie,   en  ont  fait  choisir  par 
des    médecins ,   un    certain  nombre    ayant  déjà   subi 
les  épreuves  de  la  petite  vérole,  de  la  rougeole,  dont 
la.  constitution  paraissait  la  meilleure,  et  dont  ils  pou- 
vaient surveiller  la   conduite  ;  c'est  sur  ces  tètes  qu'ils 
ont  placé  leurs  fonds  ,   dont  ils  ont  formé  un  seul  ca- 
pital ,    divisé   en    actions ,    par    un    arrangement  fait 
entr'eux ,    de*  manière    à   pouvoir    associer  un   grand 
nombre   de  personnes  à  leur  spéculation.  Recevant  9 
pour  100  d'intérêt,  ils  pouvaient  donner  7  pour    ico, 
ce  qui  était  au-dessus  de  l'intérêt  légal,  et  les  2  pour  ico 
qui  leur  restaient ,  étant  placés    à  intérêt  composé  ,  à 
5  pour  100   seulement,  devaient  en    26  ans  reformer 
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le  capital.  Or  la  vie  probable  des  femmes  de  Ge- 
nève ,  prise  à  1  'âge  de  20  ans  ,  surpasse  beaucoup 
ce  tenr.e,  puisqu'elle  s'élève  à  4o  ;  et  de  plus,  comme 
ce  n'est  là  que.  le  terme  moyen,  pris  sur  toutes  Lee 
professions  ,  il  y  a  bien  lieu  de  croire  que  celui  d<.  s 
sujets  choisis  par  les  banquiers  dont  nous  parlons  aurait 
été  plus  fort,  ensorte  qu'on  ne  s'éloignerait  pas  beau- 
"  coup  de  la  vérité  ,  en  prenant  pour  leur  profit  ce  que 
serait  devenu  le  capital  au  bout  de  4°  an5>  et  alors 
il  se  serait  plus  que  doublé. 

Ce  n'est  là  qu'un  aperçu  ;  car  pour  avoir  la  vraie 
mesure  du  désavantage  de  l'emprunteur  dans  le  cas 
actuel ,  il  faudrait  connaître  avec  précision  l'ordre  de 
mortalité  des  individus  de  la  classe  dont  il  s'agit ,  et 
calculer  à  qutl  taux  devrait  être  l'intérêt  de  l'argent , 
pour  qu'ils  pussent  obtenir  9  pour  ico  en  rentes  via- 
gères. La  solution  de  cette  question  dépendrait  de 
l'équation  du  n°ii3",   les  données  seraient  v  ,  v',   1   , 

v  .  etc.  ;    on   aurait  s  =  - — ,  o  disparaîtrait  comme 

ico  r 

facteur  commun  aux  deux  membres ,  et  il  viendrait 
9     f    *       .        »"         ,         ''"        .  1 

équation  de  laquelle  il  faudrait  tirer  la  valeur  de  tt 
ce  qui  ne  pourrait  se  faire  que  par  des  tàtounemens 
assez  laborieux,  si  l'on  n'avait  pas  déjà  un  grand 
nombre  de  Tables  construites  d'après  divers  ordres  de 
mortalité  ,    et  pour  divers  taux  d'intéit  r. 

121.  Il  est  évident  que  de  simples  opérations  arith- 
métiques suffisent  pour  calculer  la  valeur  de  S  et  ré- 
soudre la  question  directe,  en  ayant  même  égard  à 
une  circonstance  que  j'ai  négligée ,  pour  plus  de  sim- 
plicité.   J'ai  supposé,  dans   la  construction  de  la  for- 
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mule  du  n°  119,  que  les  décès  des  rentiers  avaient  lieu 
à  la  fin  de  chaque  année  ;  mais  comme  il  n'en  est  pas 
ainsi,  et  que  l'on  paie  aux  héritiers  une  partie  de  la 
rente  proportionnelle  au  tems  que  le  rentier  a  vécu , 
il  faudra  ,  pour  compenser  cette  différence ,  substi- 
tuer {  (f-f-v')  à  v',  ±{y'-\-  O  à  y",  etc.  Si  l'on  vou- 
lait  établir  la     loi    de   continuité    dans    les   décès  ,  il 

faudrait  substituer   aux  nombres  v  ,    u,  v" une 

expression  générale  de  la  loi  de  mortalité  (106),  et 
recourir  au  calcul  intégral  (Ployez  la  note  III.). 

Le  plus  souvent  on  n'emploie ,  pour  abréger  le  cal- 
cul, que  la  distinction  des  périodes  pendant  lesquelles 
il  est  permis  de  regarder  le  nombre  annuel  des  morts 
comme  constant.  En  désignant  ce  nombre  par  m ,  il 
vient 

v'  =  v  —  m  ,  v"  =  v  —  2m,  v°  =  v — 5m ,  etc. , 

ce  qui  change  la   valeur  de  S  en 

c,  S    (V 771  V 2771  V 3/71  ) 

6  =  v  {t+t + ô+ô"" + (I+/7 + etc-i- 

Cette  expression  se  décompose  dans  les  deux  suites 
i+t:\     ^  ,  +  t^^+ty        ~  (i-r-ty-i 

sm        f  2  3  n         1 

"(Tfô  j1  +  ïJî+(I+5;-t  UThn~i9 

n  représentant  le  nombre  d'années  de  la   période.  Si, 

pour  abréger,    on  fait  =<7>  la  première  suite, 

1  -f-  t 

qui  est  une  progression  par  quotiens,  deviendra 

T. 


qs{l+q  +  q>... .+  q-'}  =  qs  — j 


J 
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et   la  seconde  se  changeant  en 

-^f-  {i+2q  +  39> +  m;»-}  ; 

on  posera 

i  +  2?  +3<7» -f- n^1  =/; 

multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  q, 
il  viendra 

<7  +  2<7a  -f  3^ -\-nq«  =  fq; 

et  ajoutant  au    premier    membre    la   progression   par 
quotiens 

i  +  9  +  9a  +  <73 -f-<7n'> 

au  second ,    - ,    somme   de   cette  progression , 

on  obtiendra 

i  +  2q  +  3q*  +  4<l'<  •  •  •+  0+0<7n  =^+— £- -• 

Observant  alors   que 

l  +aç  -f-  5</2  +  4g3. . . .+  (/z-r-Oç*  =f+(n+i)qn, 
on  formera  l'équation 


î — a' 


i—9 
d'où  l'on  déduira 


(*■)  On  parvient  bien  facilement  h  ce  résultat  par  le  calcul  dif- 
férentiel ;  car  il  est  visible  que 

d  fl  +  o  -4-<7»  ..  .-4-  o")  i — a- 

On  trouvera  de  même  la  somme  des  sùics  analogues  dans  un  ordre 
quelconque. 


des  probabilités: 

Au  moyen    de  cette  dernière  somme  et   de  celle  de 
la  première  suite ,  on    a  enfin 

l-q  v     {(1—  qY  i-q     iJ 

Formule  ou  il  ne  reste    plus    qu'à  mettre  pour   q    sa 

ur  — — ,  et  opérer  quelques  réductions  ,  auxquelles 

je  ne  m'arrêterai  pas.  En  l'appliquant  à  chaque  période, 
depuis  l'âge  d'où  l'on  part  jusqu'à  la  fin  ce  la  Table  de 
mortalité  ,  la  somme  des  valeurs  trouvée-  p  onnera 

celle  de  S.  L'hypothèse  de  Moivre  (i~9)  e=t  commode 
en  ce  qu'elle  ne  fait  qu'une  seule  période,  a  partis  de 
12  ans. 

122.  Comme   le  plus   souvent   c'est  une    Table    d^ 
rentes  viagères   que   l'on   construit  p:ur  tous  les  â;es , 

Euler,  dans  le  Mémoire  cité,  p.  187,  a  tr'uvé  com- 
mode de  dériver  le  taux  relatif  à  un  âge,  du  taux 
relatif  à  l'â~e  suivant.  Si  l'on  substitue  ce:  n 
inférieurs  désignant  les  azes  ,  aux  accens  dont  les  v 
sont  affectés  dans  la  formule  du  n°  119,  on  aura 
pour  1  âge  n , 


S,  = 

5    (v 

+  i 

+ 

+ 

4- 

etc. 

1 . 

et 

pour 

T  1 

lage 

»-f 

l, 

«J/t-r-i   ^— 

s 

Vu**  ^ 

i-r  t 

(1 

+  0 

etc 

1 

r 

Tâge  le  plus  avancé  de  la  Table  de  mortalité  donnant 
le  dernier  terme  de  ces  suites.  Si  on  divise  la  seconde 
équation  par  1  -\-t ,  qu'on  multiplie  le3  deux  membres 
de  la  première  par  vmi  ceux  de  la  seconde  par  r„+I, 
et  qu'on  retranche  les  produits  terme  a  terme  ,  il  res- 
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tera  seulement  l'équation 

4  '  4' 

qui  fera  connaître  Sn  par  le  moyen  de  SUJrX ,  et  pourra 
servir  à  calculer  les  valeurs  du  capital  de  la  rente  s ,  en 
commençant  par  l'âge  le  plus  avancé.  Assez  ordinaire- 
ment on  fait  s  =  ifT'y  ou  =  icc/r* 

123.  Les  rentes  sur  deux  tètes  se  calculent  d'une 
manière  analogue  ,    en     substituant  aux    probabilité* 

_  —,  etc.  du  n°  119,  les  valeurs  successives  de 
v  '     v 

la   quantité 

ce'  +  e'f+ef  =  i   -  ff 

qui ,  dans  le  n°  1 1 3 ,  exprime  la  probabilité  de  l'existence 
de  l'une  quelconque  des  deux  têtes  sur  lesquelles  la  rente 
est  constituée  ,  ou  bien  en  appliquant  à  une  Table  indi- 
quant la  loi  suivant  laquelle  s'éteignent  un  nombre  donné 
d'associations  d'âges  donnés  ,  les  considérations  par 
lesquelles   commence  le  n°   119. 

1 04.  L'espèce  de  tontine  la  plus  simple  ,  n'est  au  fond 
qu'une  annuité  à  terme  probable  ;  car  dans  ce  place- 
ment, ou  les  rentiers  survivans  héritent  de  ceux  qui 
sont  decédés ,  le  banquier  paie  tous  les  ans  la  même 
somme,  jusqu'à  l'entière  extinction  de  la  classe  des  ren- 
tiers du  même  âge.  Supposant  que  S  soit  la  somme 
qu'ils  ont  placée  en  commun ,  s  celle  que  le  banquier 
leur  paie  chaque  année,  et  n  le  nombre  d'années  qui 
doit  s'écouler  jusqu'au  terme  de  la  Table  de  morta- 
lité ,  on  aura 
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{EÎctïi.  cl 'Algèbre);  quant  à  la  somme  s,  elle  se  par- 
tagera entre  les  rentiers  ,  suivant  le  nombre  d'individus 
existans  chaque  année. 

Lorsque  la  classe  des  rentiers  est  très-nombreuse  , 
il  eat  évident  que  le  nombre  n  est  celui  des  années  com- 
prises depuis  l'âge  où  ils  font  leur  placement  jusqu'au 
dernier  âge  marqué  dans  la  Table  de  mortalité;  mais 
dans  le  cas  contraire  ,  le  banqi.i  f  leur  ferait  tert,  en 
reculant  ainsi  le  terme  de  l'annuité.  Saint- Tyran  pro- 
pose de  prendre  pour  ce  terme  l'année  où  il  y  a  un© 
probabilité  ~  que  tous  les  rentiers  seront  éteints;  dans 
le  cas  de  deux  rentiers,  par  exemple,  ce  serait  l'année 
où  la  quantité  ff  du  n°  n3  se  réduirait  à  l,  c'e^t- 
à-dire  le  terme  de  la  durée  p- arable  de  Fa^ociahon  (*). 

Si  les  rentiers  ne  devaient  hériter  que  d'ur.e  portion 
du  revenu  des  décédés ,  de  la  moitié ,  par  exemple  , 
le  banquier  aurait   à  payer,    à  la  fin  de  la  ire  année, 

(v-\ )  =  — '■ rentes ,  à  la  fin  de  la  seconde  » 
2/2 

v  -j = ,  et  ainsi  de  suite  ;  on  aurait  donc 

2  2 

l'équation 

$  =  Tv  XT+Î  +  (ITÔ1  +  U^)> +  etc-l  ' 


(*)  Recherches  sur  les  emprunts ,  ae  pari. ,  pag.  48.  Si  on  pre» 
nuit  cette  même  durée  pour  le  terme  des  rentes  viagères  quelconques, 
.le  calcul,  réduit  à  celui  d'une  annuité  f deviendrait  beaucoup  plup 
simple  ;  mais,  excepte  dans  des  cas  tics-rares  ,  il  donnerait  toujoms 
des  rentes  plus  faibles  que  Je  procède  du  n°  i  19.  Sous  ce  rapport  il 
conviendrait  peut-être  mieux  au  cas  où  il  s'agit  d'une  seule  rente;  car 
aluis  le  banquier s'expQM  beaucoup  :  mais  pouiquoi  le  rentier  ferait-il 
un  coutiat  désavantageux,  quand  il  peut  obtenir  an  taux  plus  consi- 
dérable en  prenant  part  à  de  nombreux  placemens  .J 

14.. 
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et   chanue  rentier   toucherait  les  sommes  - — '—?—  à  1a 
1  2/ 

fin  de   la   ire  année  ,   — — = —  à  la  fin  de  la  2e,  etc. 

21/ 

12D.  La  théorie  des  caisses  d  épargnes  ne  diffère  pas 

beaucoup  de   celle    des  rentes   viagères  sur   une  seule 

;   et  celle   des  caisses  par  le  moyen  desquelles    on 

assure   des  pensions  aux  veuves  ,  ressemble  beaucoup 

à    celle  des    rentes   viagères  ^ur   deux  têtes. 

Da;  is  les  établisscmens  delà  première  espèce  ,  chaque 
a^ocié  donne,  soit  une  somme  une  fois  payée,  soit 
une  somme  annuelle,  pour  ave  ir  droit  à  une  pension 
dam  u  lyancéj   ou  à  des  secours  en  cas  de  ma- 

ladie. 11  est  aisé  de  v  ir  que  pour  le  premier  cas , 
si  S  désigne  la  somme  donnée  pi  ur  recevoir  une  pen- 
sion s,  apfès  u.i  nombre  n  d'années,  les  sommes  étant 
rapportées  à  l'époque  du  placement,  on  aura  l'équation 

s  ~  v  1(7+77  +  {7+1^+  etcT 

Si  on  paie  des  sommes  annuelles  S,  S,,  5a ,  etc., 
il  faudra  substituer  à  S   la  suite 

S  +  k.+Ô  +  vCT+ô5  +  etc-        , 

C'est  à  ce  cas  que  reviennent  les  retenues  que  l'on 
fait  aux  employés  dans  certaines  administrations ,  pour 
leur  assurer  des  pensions  de   retraite. 

Si  la  caisse  doit  donner  des  secours  en  maladie  , 
il  faudra  introduire  dans  le  second  membre  les  produits 
de  ces  sommes,  réduites  à  la  même  époque  et  multi- 
pliées chacune  par  la  probabilité  de  les  délivrer.  Cette 
pr  habilité  doit  se  conclure  des  observations  faites  avec 
soin  ,    sur  le  nombre   et   la  durée  moyenne  des  ma-» 
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ladies    dans   la  classe  d'individus  à  laquelle  la  caisse 
est  particulièrement  affectée. 

L'utilité  de  semblables  établissement  est  si  évidente, 
que  de  simples  ouvriers  laborieux  et  économes ,  se 
sont  réunis  pour  en  former.  Quoiqu'ils  n'eussent  pas 
tous  les  élémens  nécessaires  pour  bien  asseoir  leurs 
calculs ,  et  que  leur  petit  nombre  ne  leur  donnât  pas 
autant  d'assurance  qu'une  réunion  plus  considérable, 
cependant  plusieurs  de  ces  réunions  ont  prospéré.  Toutes 
ont  senti  Tavantage  qu'elles  auraient  à  s'étendre;  mais, 
comme  on  peut  le  voir  par  les  intéressans  rapports 
qu'a  fait  sur  ce  sujet,  à  la  Société  Philantropique  , 
M.  Dupont  de  Nemours,  presque  toutes  ont  craint 
d'attirer  les  regards,  de  peur  d'être  atteintes  par  la 
versatilité  des  systèmes  financiers  de  l'état;  car  ce  n'est 
que  par  une  grande  sûreté  dans  les  placemens  ,  que 
ces  caisses  peuvent  prospérer.  L'idée  de  les  lier  avec 
l'administration  du  ?,I ont- de-Pi  été ,  comme  l'a  proposé 
M.  Mourgue  ,  dans  le  plan  qu'il  a  présenté  à  l'Institut, 
serait  très-heureuse  ,  si  cette  administration,  qui  peut 
faire  l'emploi  des  plus  petites  sommes,  et  dont  les  ca- 
pitaux sont  dans  un  mouvement  continuel,  demeurait 
indépendante   des  fonds  publics  (*). 

126.  La  forme  des  caisses  affectées  aux  pensions  des 
veuves ,  peut  varier  aussi  de  plusieurs  manières  ;  mais 
il  suffit  de  considérer  la  forme  la  plus  simple,  pour 
pouvoir  ,  au  moyen  de  ce  qu'on  a  vu  dans  les  articles 
précédons,  se  faire  une  idée  de  la  manière  de  traiter 
les  autres.  Que  chaque  homme  marié  donne,  soit  en 
se  mariant,  soit  annuellement,  une  somme,  sous  la 
condition  que  s'il  meurt ,  sa  veuve  recevra  ,  soit  une 
somme,  soit  une  rente  donnée;  on  exprimera    facile- 

('")  Plan  d'une  caisse  de  prévoyance  et  de  secours. 
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ment  les  relations  de  ces  sommes  ,  en  les  réduisant 
tontes  à  la  même  époque,  et  en  les  multipliant  ensuite 
par  les  probabilités  de  les  paver. 

Si  la  condition  est  un  seul  paiement  à  faire  par  chaque 
membre  de  l'association  et  par  la  caisse,  il  suffira  de  subs- 
tituer an  nombre  v,  dans  la  première  équation  du  na  1  s5, 
le  nombre  ee  du  n°  ii3,  calculé  d'après  des  Tables 
approprites  à  la  classe  d'individus  dont  il  s'agit ,  et  aux 
nombres  r„  ,  i'n+I ,  etc.  celui  des  femmes  qui  deviennent 
chaque  année,  lequel  est  la  différence  tcs  va- 
leurs de  ef  d'une  année  à  l'autre. 

Si  les  paiemens  sont  faits  annuellement ,  tant  par  les 
associés  que  par  la  caisse  ,  alors  c'est  la  seconde  équation 
du  n°  1 25  qu'il  faut  employer,  en  substituant  aux  v  ,  v, , 
v%  ,  etc. ,  du  premier  membre  les  valeurs  successives 
de  ee  (1 13)  ,  et  aux  r„  ,  vn+l  ,  etc.  du  second  membre  , 
celles  de  e'f,  qui  désignent  le  nombre  de  veuves  exis- 
tantes à  la  fin  de  chaque  année. 

127.  Ces  exposes  sommaires  n'ayant  pour  but  que 
de  faire  connaître  les  relations  des  diverses  manièn  1 
de  combiner  l'intérêt  de  l'argent  avec  les  chances  de  la 
mortalité,  et  les  moyens  qu'on  peut  employer  pour 
résoudre  les  questions  qui  s'y  rapportent ,  je  renvoie 
aux  auteurs  qui  en  ont  traité  particulièrement,  et  à 
la  tête  desquels  il  faut  placer  Euler,  pour  son  ouvrage 
sur  les  Caisses  des  veines  ;  mais  je  ne  dois  pas  omettre: 
de  faire  observer  que  si,  dans  les  emprunts,  l'équité 
exige  qu'on  rende  aux  prêteurs  tout  ce  que  leur  as- 
signe la  formule  de  l'espérance  mathématique,  il  nen 
saurait  être  de  même  dans  les  cai  —  f^  établies  pour  les 
épargnes,  les  secours ,  etc.  Celles-ci  ont  des  frais  d'ad- 
ministration qui  doivent  être  supportés  par  tous  les 
membres  de  l'association.  Déplus,  tant  que  l'association 
est  peu  nombreuse,  la  caisse  doit  prendre  quelqu'avan- 
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tage  ,  afin  de  parvenir  à  former  un  fonds  qui  puisse 
parer  aux  irrégularités  que  la  succession  des  événemens 
présente  par  intervalles ,  ou  bien  elle  risquerait  de  se 
trouver  hors  d'état  de  remplir  les  conditions  qu'elle 
s'est  imposées.  Elle  donnera  donc  un  intérêt  moins  fort 
que  le  taux  ordinaire  ,  ou  fera  une  retenue  sur  le9 
sommes  payées  par  les  sociétaires.  La  réunion  de  ces 
bénéfices,  multipliés  par  les  probabilités  qui  leur  cor- 
respondent, compose  l'avantage  du  banquier,  comme 
pour  la  loterie  et  les  jeux-,  mais  sa  détermination 
exige  encore  qu'on  distingue  le  cas  où  la  caisse  n'em- 
ploie à  faire  son  service  que  les  fonds  qu'elle  a  reçus  , 
et  celui  où  le  banquier  a  entrepris,  à  ses  risques  et 
périls,  de  faire  ce  service  sur  ses  propres  fonds,  au 
moyen  du  bénéfice  qu'on  lui  alloue. 

128.  C'est  à  ce  dernier  cas  que  se  rapportent  les 
compagnies  qui  assurent  les  marchandises  et  les  vais- 
seaux, contre  les  risques  de  mer  ou  de  guerre;  les 
maisons ,  contre  les  incendies  ;  la  valeur  des  récoltes  , 
contre  les  intempéries  des  saisons ,  et  en  général  tous 
les  genres  de  commerce  qui  dépendent  d' événemens 
soumis  au  hasard.  Celui  qui  se  livre  à  de  pareilles  spé- 
culations doit  trouver  dans  létaux  qu'il  exige,  pre- 
mièrement une  probabilité  très-considérable  de  ne  pas 
entamer  ses  fonds  au-delà  d'une  certaine  limite,  afin 
de  pouvoir  continuer  suffisamment  sa  spéculation  ;  se- 
condement, une  probabilité  assez  grande  d'obtenir  un 
profit  au  moins  égal  à  l'intérêt  que  ses  capitaux  lui 
auraient  rapporté  dans  un  placement  qui  ne  lui  eût 
fait  courir  aucun  danger,  plus  au  salaire  auquel  lui 
donne  droit  le   travail   qu'exige  de  lui  son  entreprise. 

Le  premier  élément  à  déterminer  ici  est  le  risque 
de  perte  et  la  probabilité  de  succès.  11  ne  serait  pas 
aisé  de   dire  comment  on  s'y  est  pris   à    l'égard  des 


T  ':  TAIRE 

iaçhe  pas  qu'on  ait  dressé 
listes  <  xacres  1 1  1  ng-tems  continuées  des  vaisseaux 

qui  rdus,  OU  qui  ont  été  pris  dans  différentes 

L'in  rres.  La  construction  et  le  dépouillement  de  ces 
listes  -N  rail  beaucoup  de  détail,  puisque  dans  la 
cation  des  événemeuSj  il  faudrait  considérer  le 
lieu  et  le  teins,  soit  du  départ,  soit  de  l'arrivée,  la 
force  du  vaisseau,  celle  de  l'équipage.  Le  détail  delà 
valeur  dis  pertes  serait  encore  plus  considérable,  puis- 
qu'on assure  non-seulement  le  corps  du  navire,  mais 
les  marchandises  qu'il  porte,  et  qu'on  répond  des 
avaries  que  ce  corps  ou  ces  marchandises  peuvent 
>uver.  Il  ne  paraît  même  pas  possible  d'apprécier 
avec  quelqu  exactitude  cette  foule  de  circonstances  ; 
mais  il  est  vraisemblable  que  les  profits  du  commerce 
maritime  ayant  été  d'abord  très-considérables  ,  les  né- 
çocians  ,  dans  la  vue  de  se  procurer  des  rentrées  cer- 
taine- ,  ont  pu  faire  sur  ces  profits  des  sacrifices  assez 
grands  pour  tenter  des  spéculateurs  hardis.  L'exemple 
des  gains  que  ceux-ci  ont  faits  leur  a  bientôt  donné 
des  concurrens  ;  d'un  autre  coté  ,  le  bénéfice  des  mar- 
chands devenant  moindre  ,  les  dangers  diminuant  par 
le  perfectionnement  de  la  navigation,  les  uns  ont  appris 
de  l'expérience  ce  qu'ils  devaient  abandonner,  et  ]es 
autres  ce  qu'ils  devaient  exiger  pour  ne  pas  trop  com- 
promettre leur  fortune. 

Si  l'on  voulait  appliquer  aujourd'hui  le  calcul  à  ce 
~er.re  d'assurances,  il  y  aurait  de  grandes  recherches 
à  faire  dans  les  ports,  pour  se  prreurer  des  données 
exactes  ;  mais  il  y  a  tout  lieu  de  croire  qu'on  n'en  rétif 
lit  pas  beaucoup  de  frujt;  car  l'Académie  dts  Sciences, 
proposa  trois  fois  ce  sujet  de  prix,  de  1780  à  1787  , 
et  ne  put  rien  obtenir  de  satisfaisant.  La  théorie  n'était 
pas  difficile  à  établir,  mais  les  faits  ont  toujours  nia;:- 
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que  ;  et  ensuite  la  considération  cVun  nombre  fort  ç;rand 
de  risques  avant  ces  probabilités  et  des  valeurs  diffé- 
rentes ,  aurait  rendu  les  calculs  impraticables ,  à  moins 
que  l'on  n'eut  réduit  tous  les  risques  qui  offraient  quel- 
qu'analogie,  à  un  seul ,  d'i  robabilité  et  d'une  va- 
leur moyenne,  ce  qui  aurait  été  moins  exact,  mais 
ce  qu'il  parait  impossible  d'éviter  de  faire,  même  pour 
les  autres  genres  d'assurances.  Il  aurait  fallu  aussi, 
dans  la  rigueur,  faire  usage  des  formules  qui  donnent 
Jes  probabilités  à  posteriori  ;  mais  il  n'était  guère  moins 
nécessaire  de  sacrifier  encore  ce  point  à  la  brièveté. 

I2q.  En  réduisant  donc  la  question  à  l'état  le  plus 
simple,  ne  considérons  que  deux  événemens  ,  l'un  en- 
tièrement heureux,  dont  la  probabilité  soit  e,  l'autre 
faisant  payer  par  l'assureur  une  somme  a  et  dont  la 
probabilité  soit  f\  désignons  par  p  le  nombre  des  vais- 
seaux assurés  ^  et  par  b  la  somme  que  l'assureur  reçoit 
pour  chacun.  Cela  posé,  la  somme  des  termes  du  déve- 
loppement de  (e-f-  f)p,  à  partir  du  premier  terme  jus- 
qu'au terme  affecté  de  ep~ if*  inclusivement,  donnant  la 
probabilité  que  le  nombre  des  événemens  malheureux 
ne  surpassera  pas  q  (22),  si  l'on  étend  cette  somme  jus- 
qu'au terme  où  elle  cesse  d'être  moindre  que  la  proba- 
bilité à  laquelle  l'assureur  veut  arriver,  de  ne  pas  outre- 
passer la  plus  grande  perte  c  qu'il  consente  à  éprouver, 
et  que  q  représente  la  valeur  particulière  de  q  à  ce  terme , 
c'a — pb  sera  la  plus  grande  perte  correspondante  à  la 
probabilité  fixée.  En  l'égalant  à  c,  on  aura  l'équation 

7                   11    .         7,         Qa — c 
q  a — pb  =  c  ,         a  OU         0  ==  ; 

puis  représentant  par  g  le  gain  que  donne  l'opération 
lorsque  le  nombre  des  événemens  malheureux  est  ré- 
duit a   q",  on  formera  l'équation 

pb  —  q"a  =  g 
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clans  laquelle  mettant  la  valeur  depb,  tirée  de  l'équation 

précédente  ,  on  aura 

çc-c-q^j,  ou  q—q    =  — '_  , 

ce  qui ,  lorsqu'on  se  donnera  g,  fera  connaître  c/"parr/', 
indépendamment  de  p.  Calculant  alors  la  probabilité: 
correspondante  à  la  valeur  de  q"}  on  verra  si  elle  donne 
une  ance   suffisante  d'atteindre    au  bénéfice  que 

comporte  la  nature  de  l'entreprise. 

Si  cela  n'était  pas ,  on  pourrait  augmenter  cette  pro- 
babilité, en  prenant  pour  l'exposant  /)  qui  marque  le 
nombre  des  vaisseaux  assurés ,  des  nombres  de  plus  en 

plus  grands,  afin  que  le  rapport —  devenant  de  plus 

en  plus  petit,  la  somme  des  termes  compris  entre  celui 
qui  est  affecté  de  er-i'f*'  et    &~i'fi*t    et  composant  la 
différence   des  probabilités   de  perte  et  de    gain,   dé- 
isse  de  plus  en  plus. 

Pour  donner  aux  calculs  précédens  toute  l'exactitude 
dont  ils  sont  susceptibles  ,  il  faut  tenir  compte  de  la 
différence  des  époques  auxquelles  ,  suivant  le  contrat 
d'as->urance  ,  les  sommes  a  et  b  doivent  se  payer,  ou, 
ce  qui  est  la  même  chose,  substituer  aux  lettres  a  et 
b  les  valeurs  de  ces  sommes,  réduites  à  la  même 
époque.  Quant  à  la  valeur  des  probabilités  exigées 
p'»ur  la  perte  et  le  gain,  on  la  déterminerait  à  pos- 
teriori, si  l'on  connaissait  les  résultats  moyens  d'un 
assez  grand  nombre  d'opérations  suivies  avec  succès  , 
ou  bien  à  priori,  en  les  comparant  avec  des  proba- 
bilités de  risques  auxquels  on  s'expose  volontairement, 
sur  des  motifs  plus  ou  moins  légers.  L'un  et  l'autre 
de  ces  moyens  ont  été  proposés  par  Comlorcet,  à 
l'article   ASSURANCE,  dans  le  Dictionnaire  de  Mathé- 
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matiques  de  l'Encyclopédie  méthodique,  et  bientôt  j'in- 
diquerai les  bas. s   du  second. 

Après  avoir  discuté  ks  intérêts  de  l'assureur  ,  il  fau- 
drait s'occuper   de    ceux   de   l'assuré  ;    mais    cela  me 
mènerait  trop  loin.  Je  me  bornerai    à  faire  observer 
que  la  propriété  caractéristique   des  assurances  est  de 
tendre  à  ramerer  à  une  valeur   moyenne    le  bénéfice 
de  toutes  les  entreprises   du  même  genre,  en  quelque 
nombre   qu'elles  soient;  car  c'est  avec  le    gain  que  les 
assureurs  font   sur  les   assurés  qui   réussissent,  qu'ils 
indemnisent  ceux  qui  perdent  :  c'est  donc  à  peu  près 
comme  si  tous  avaient  mis  leurs  fonds  en  commun  et 
étaient  convenus  de  réparer  ,  au  moins  dans  une   cer- 
taine   proportion ,    les    pertes    particulières.   Ainsi  ,    à 
l'égard  des  récoltes ,  c'est  reverser  dans  les  cantons  où 
elles  ont  souffert,  une  partie  de  l'excédant  obtenu  dans 
ceux  où  elles  ont  prospéré.  Les  assureurs  sont  les  agens 
intermédiaires  de  cette  association  fictive,  et  le  profit 
qu'ils  font  doit  être    considéré    comme  le  salaire  des 
fonctions  qu'ils  y  remplissent.  S'il    existait   un    autre 
moyen  de   diviser  les  risques,    l'assurance   deviendrait 
superflue  ;  et  cela    aurait    lieu  naturellement    pour   le 
négociant  qui  prendrait  part  immédiatement  à  un  très- 
grand  nombre  d'entreprises ,  et  le  propriétaire  qui  au- 
rait des  possessions  disséminées  dans  un  grand  nombre 
de  cantons  éloignés  les  uns  des  autres. 

De    la  Probabilité  des  témoignages  et  des  décisions. 

CD  (_J 

i3c.  Le  témoignage  admet  l'application  du  calcul 
des  probabilités,  lorsqu'on  peut  l'assimiler  au  jet  d'un 
dé;  ce  qu'on  a  d'abord  essayé  de  faire  en  supposant 
que  ,  sur  un  nombre  donné  de  dépositions ,  le  même 
t-moin  dit  ou  rencontre  un  même  nombre  de  fois  la 
vérité.  Nous  commencerons  par  tirer  les  principales  con- 
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séquences   de  cette   1  ie,   dont  nous  discuterons 

ensuite   la  c  a\ec  le  sujet. 

S   itv  ie  nombre  d  dans  lesquels   le    témoin  dit 

frai,  m  cl  lin  des  cas  contraires;  la  probabilité  delà  vérité 

de  sa  déposition  stra  — ; .  et  la  probabilité  contraire 

r  v  -f"  m 

m 


Supposons  qu'un  autre  témoin,  pour  lequel  les 
nombres  anal  gnes  aux  précéder  s  soient  v  et  m',  dé- 
pose du  même  fait,  les  probabilités  pour  et  contre  la 

,    .    ,     ,  -  ,  V  771 

\<.nte  de  son  témoignage  étant  — -,  et  -, ;  ,    on 

0  v  -\-m         v  -f-m. 

aura  ,  avant  que  les    dépositions  soient  connues ,    les 

probabilités 


vi/  mmr 


(V-p-  w)(i/-f-m'_)  '      (y -\- îTi){y  ~\- m'} 


06), 


que  les  témoins    s'accorderont,    soit  pour  dire  vrai, 
soit  pour  mentir  ,   et  les  probabilités 


vm  nu/ 


qu'ils  se  contrediront,  le   premier  déposant  la  vérité, 
le  second  mentant  ,  et  vice  versa. 

Quand  les  dépositions  seront  connues  et  qu'elles  s'ac- 
çorderont ,  il  n'y  aura  que  les  deux  premiers  événe- 
mens  indiqués  ci-dessus  qui  seront  possibles;  on  aura 
donc  les  probabilités 

vv  mm 

et        ~~r-. 7  (10), 


\>v~\-mm  vv  -\-mm 

que  l'accord  des  témoins   sera  en  faveur  de  la  vente . 
eu  bien  pour  le  mensonge. 
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S'ils  se  contredisent,  les  deux  derniers  événemens 
devenant  alors  les  seuls  possibles  ,  il  en  résultera  les 
probabilités 

vrn  mv 

vm  -f-  mv  vin  -f-  mv 

que  la  vérité  sera  dans  la  déposition  du  premier  té- 
moin,  ou  dans   celle  du   second. 

loi.  Il  est  facile  d'étendre  ces  dernières  formules 
à  un  nombre  quelconque  de  témoins;  et  si  on  assigne 
à  leur  témoignage  la  même  probabilité,  en  posant 
v  =  v '  —  etc. ,  m  =  m  =  etc. ,  que  p  soit  le  nombre 
de  ces   témoins   et  qu'ils   s'accordent,   il   en  résultera 

pour  la  vérité  du  fait  déposé,  la  probabilité > 

vp-\-nV 

mP  . 

et  pour   le  contraire. 

vp-\-mP  r 


En  divisant  les   deux  termes  de  la  première  fraction 

~m~P 


par  v?}  sa  nouvelle  forme ,   fera  voir  qu'elle 


î  -f 

augmente  avec  p  lorsque  v  ^>  m  ,  et  qu'elle  décroît  si 
v<^m  ;  que  par  conséquent,  lorsque  les  témoins  mentent 
ou  se  trompent  plus  souvent  qu'ils  ne  disent  la  vérité, 
plus  ils  sont  nombreux  et  moins  la  concordance  de 
leurs  dépositions  a  de  poids. 

S'ils  se  contredisent,  et  que  sur  la  totalité  il  yen 
ait  p  affirmant  et  q  niant  le  même  fait,  la  probabi- 
lité que  les  premiers  disent  vrai  sera 

vpm!  ,  mPvi 

,  et  sa  contraire, 


vPmï  -f-  m*V  '  vPmi  -+-  //i^V* 

En  divisant  les   deux   termes    de    ces  fractions   par 
♦rf/n'j    on  les  change  en 
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1#-1  niP-1 

et 


♦*""*-f-  tjiP-1  vP~i  -+-  mT~i  * 

qu'on  obtiendrait  pour  les  probabilités  correspondantes 
à  l'accord  àep — q  témoins;  la  valeur  de  la  déposition 
nit  donc  ,  dans  ce  cas  ,  à  celle  d'une  déposition 
unanime  faite  par  un  nombre  de  témoins  égal  à  l'excès 
du  nombre  de  ceux  qui  affirment  sur  celui  de  ceux 
qui   nient. 

102.  Lorsqu'une  personne  rapporte  ce  qu'elle  tient 
d'une  autre,  que  cette  autre  avait  r>  çu  d'une  autre, 
et  ainsi  de  suite,  cette  sorte  de  témoignage  ,  qui  s'ap- 
pelle tradition ,  donne  lieu  à  toutes  les  combinaisons 
iquées  au  commencement  du  n°  îoo;  car  dans  la 
chaîne  de  témoins  qui  ont  déposé  successivement  à\i 
fait,  le  dernier  étant  seul  entendu  par  la  personne  qui 
prend  l'information ,  laisse  douter  si  celui  qui  le  pré- 
cède a  dit  ou  non  ce  qu'il  lui  fait  dire  ,  et  en  même  tems 
si  cette  première  déposition  était  une  vérité  ou  un  men- 
songe. Ln  ne  considérant  doi  c  que  deux  personnes  dans 
la  chaîne  des  témoins,  il  en  ré-ulte  les  quatre  proba- 
bilités exprimées  dans  le  n°  cité. 

Les  deux  dernières  correspondent  évidemment  à  la 
fausseté  de  la  tradition  ,  puisque  l'un  des  deux  témoins 
a  menti.  Mais  s'il  s'agissait  de  témoignages  rendus  par 
oui  ou  par  non,  de  propositions  entièrement  contra- 
dictoires, alors  la  deuxième  probabilité,  qui  suppose 
que  les  deux  dépositions  successives  auraient  été  fausses, 
répondrait  à  la  vérité,  aussi  bien  que  la  première, 
(iui  les  suppose  vraies.  En  effet,  le  premier  témoin 
ayant  dit  oui  lorsqu'il  fallait  dire  non  ,  le  second,  qui 
rapporte  le  contraire  de  ce  qu'il  tient  effectivement  du 
nier  ,  prononce  oui,  c'est-à-dire  la  vérité  :  on  au- 
rait donc  dans  ce  cas,  pour  la  vérité  de  la  tradition, 
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la  probabilité 

vi/-f-  mm                                .              vm'4-mv' 
T~i — ^7~^~i — K»  etsa  contraire,  - — ■ — -7-, -•  (+), 

La  première  de  ces  probabilités  surpasse  toujours 
la  seconde ,    lorsque  l'on   a  en  même  tems 

v  >  m  ,     v'  >  m  y     ou     v  <  m  ,     v'<  7/1'  ; 

car   la  différence  des  numérateurs  est 

vvf  +  mm' —  vin'  —  mv    =  (1/ — m)(/ — m')  , 

produit  positif  quand  ses  deux  facteurs  sont  de  même 
signe. 

i33.  Si  la  chaîne  traditionnelle  se  compose  d'uni 
nombre  quelconque  p  de  témoins,  et  que  les  déposi- 
tions de  chacun  aient  une  égale  probabilité  ,  les  di- 
verses combinaisons  de  la  vérité  et  de  l'erreur  seront 
données  par  le  développement  de 

(v  4-  m)P  =zvP  +  £  vP-'m  -f-  EfoT*L?  ^-'771* 
1  1.2 

dans  lequel  tous  les  termes  où  l'exposant  de  m  est 
pair ,  indiquant  un  nombre  pair  de  mensonges  succes- 
sifs,  devront  être    pris  en  faveur  de  la   vérité"  de    la 

(*)  Ce  cas  singulier  a  été  remarque  par  M.  P.  Prévost,  professeur 
de  philosophie  à  Genève  ;  dans  ses  leçons  sur  le  calcul  des  probabi- 
lités, où  il  a  distingue  les  témoignages  en  simultanés  ou  oculaire» 
et  successifs  ou  traditionnels.  Voyez.  le  2e  volume  de  ses  Estmiê 
de  Philnsophie ,  pag.  83  ,  et  un  Mémoire  qui  lui  est  commun 
avec  M.  THuillicr,  et  qui  est  insère  dans  ceux  de  V Académie  de 
Berlin  ,  année  lj(yj  ,  pag.  l3i.  C'est  de  ce  dernier  écrit  que  j'ai 
exUiùt  <cn  grande  partie  cet  article  et  les  deux  mirant. 
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tradition  ,   si    les  j   ne     peuvent  varier  que 

contradictoirement.  6a  probabilité  sera  doue 

et   la  probabilité  contraire  , 

£  ,,-,„  +  Kr-0(ç-aJ  „?-3;n3  +etc. 

1  1  .  3  .  Û 

On  simplifie  beaucoup    ces   expressions  ,  en  obser- 
vant que   le  numérateur  de  la  première   équivaut  à 

(v-f-my  -f-  (>  —  m)P 

~2~ 

et  celui  de  la   seconde  à 

(v  +  m)p  —  (^  —  w)p 

parce  qu'elles  deviennent  alors    respectivement 

(v-fm)P+  (v— m)P  __  1  j  /v—m\P) 

'         2(i/-f-m/  "  2  | 1     '    V+m/  /  ' 

(v-f-m/ — (v— m)' 


2(»/-4-m)P 


-H-O» 


io4-  Les  deux  espèces  de  témoignages  que  nou-> 
avons  considérées  précédemment  peuvent  se  combiner. 
Par  exemple ,  un  nombre  p  de  témoins  déposent  cha- 
cun séparément  sur  un  fait  qu'ils  tiennent  d'un  indi- 
vidu nui  l'a  vu  :  alors  la  probabilité  que  les  témoins 
rapportent  fidèlement  ce  que  celui-ci  leur  a  dit,  çst, 


DES   PROBABILITÉS.  2^5 

s'ils  sont  unanimes, 

(101),  et  sa  contraire, 


vP  +  m?    v       "  '   vP-\-mP 

Supposant  que  la  probabilité  du  témoignage  de  celui 

i      r   •  V 

qui  a  vu  le  tait  soit  aussi  ,  la  contraire 


m 


v  -\-7tl'  v-j-m  ' 

la  probabilité  de  la  vérité  de  la  déposition  finale  sera 


vP 


4-1 


(yP  -\-mP){y-\-  m)  * 


si  l'on  ne  doit  y  admettre  que  des   témoignages  con- 
formes à  la  vérité  ,   et 

vP+1  -f-  mp+I 


(W-f  mP)(y+Tn)  ' 

quand  deux  mensonges  successifs  équivalent  à  la  vérité. 
Si  le  même  fait  était  transmis  par  plusieurs  chaînes 
de  traditions  distinctes ,  composées  chacune  d'un  nombre 
p  de  dépositions  successives ,  dont  la  dernière  seule 
ait  été  entendue  par  celui  qui  prend  l'information  ,  on 
aurait  d'abord ,  par  chaque  chaîne  en  particulier , 
pour  la   vérité  et  pour  l'erreur,   les    probabilités 

(H-my  +  (i— my         (H-my— (y-mV 

en  les  désignant  par  V  et  M ,  nommant  q  le  nombre 
des  chaînes  de  dépositions ,  et  supposant  qu'elles  soient 
unanimes ,  il  en  résulterait  une  probabilité 


en  faveur   de  la  vérité  du  fait  énoncé. 


îb 
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La  marche  de  cette  expression  dépend  du  rapport 
de  v  à  m;  et  pour  la  déterminer,  il  faut  d'abord  ob- 
eervtr  que  celle  de  M  est  contraire  à  celle  de  Vi  puis- 
que V -\-  Af  2=  1  ,  qu'ensuite,  lorsque  v  •=.  m,  on  a 
V  =  M  =  \  y  et  que  cette  valeur  est  une  limite  vers 
laquelle  tendent,  dans  tous  les  autres  cas ,  ces  quantités 
à  mesure  que  p  augmente.  La  première  est  toujours 
^>  j  quand  v  surpasse  m-  mais  si  le  contraire  a  lieu, 
il  en  résultera  V <^\  ou>|,  selon  que  p  sera  im- 
pair ou  pair.  Ce  changement  singulier,  que  produit  l'ad- 
dition d'un  seul  témoin  à  une  chaîne  d'ailleurs  aussi 
nombreuse  qu'on  le  voudra ,  vient  du  double  témoi- 
gnage erroné,  compté  comme  vrai  (î  32). 

i35.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  les  dépositions 
étaient  entièrement  vraies  ou  entièrement  fausses,  ce 
qui  n'a  réellement  lieu  que  lorsque  l'information  est 
réduite  à  des  interrogations  simples  ,  auxquelles  on  ne 
peut  répondre  que  oui  ou  non.  C'est  à  ce  point  qu'il 
faut  toujours  tâcher  de  les  ramener,  en  analysant  les 
énoncés",  mais  quand  la  chose  n'est  pas  possible,  on 
doit  distinguer  plus  de  deux  sortes  de  témoignages. 
Lambert,  qui  s'en  est  occupé  dans  son  Novum  Organon , 
les  a  classés  en  vrais ,  insigniflans  ou  nuls ,  et  faux. 

Si  l'on  prend  toujours  le  dé  pour  emblème,  cela  re- 
vient à  supposer  qu'il  a  trois  sortes  de  faces,  et  qu'en 
conséquence  on  doit  embrasser  dans  chaque  épreuve  un 
pareil  nombre  d'événemens  possibles.  Les  formules  re- 
latives à  ce  cas  (5i)  résolvent  toutes  les  questions  ana- 
logues aux  précédentes-,  mais  le  calcul  devient  trop 
long  pour  trouver  place  dans  ce  Traité. 

io6.  Quand  on  considère  combien  de  faits  extraor- 
dinaires ont  été  reconnus  faux  ,  quoiqu'appuyés  sur 
des  témoignages  multipliés  ou  d'une  autorité  impo- 
sante ,  on  est  porté ,  toutes  choses  d'ailleurs  égales ,  à 
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donner  d'autant  moins  de  confiance  aux  dépositions,  que 
Jes  faits  qu'elles  attestent  s'écartent  plus  de  ce  qui  se 
passe  habituellement  sous  nos  yeux.  En  effet,  si,  lors- 
qu'il s'agit  de  tels  faits ,  le  nombre  de  mensonges  ou 
d'erreurs  est  dans  un  rapport  beaucoup  plus  grand  avec 
le  nombre  total  des  dépositions,  que  lorsqu'il  s'agit 
de  faits  compris  dans  l'ordre  constamment  observé  , 
le  poids  du  témoignage  ne  doit  pas  être  le  même  pour 
Ita  premiers  que  pour  les  derniers  ;  la  forme  du  dé 
doit  changer  avec  la  nature  du  fait  :  mais  c'est  encore 
ici  une  de  ces  circonstances  dont  j'ai  parlé  dans  le  n°  Gq, 
où  l'on  cherche  à  donner  au  calcul  une  forme  qui 
rapproche  ses  résultats  des  aperçus  du  bon  sens.  On 
voit  bien  qu'il  faut  substituer  au  rapport  constant  par 
lequel  on  représente  la  probabilité  du  témoignage ,  sui- 
vant l'hvpothèse  du  n°  iûo,  une  expression  qui  le  fasse 
décroître  avec  la  vraisemblance  propre  du  fait  attesté  ; 
mais  on  ne  trouve  pas  dans  la  nature  du  sujet,  des  con- 
ditions assez  étroites  pour  établir  une  relation  précise 
entre  ces  deux  élémens.  On  s'est  arrêté  à  regarder  la 
probabilité  propre  du  fait  comme  représentant  celle  d'un 
second  témoignage  recueilli  concurremment  avec  le  pre- 
mier ,  ce  qui  donne  pour  cette  déposition  ,  les  proba- 
bilités 

W  mm 

vt'  -f-  mm         vu  -+-  m/7i 

€n  supposant  que  la   probabilité   propre   du  fait  soie 

v'  •  rri      ,*v 

et  sa  contraire  -7— — -,  (*). 


v'+m"  v'-fm' 

Si  ce  fait  est,  par  exemple,  l'extraction  d'une  boule 
blanche,  d'une  urne  qui  ne  contient  que   cette  boule 


(*)  C'est  ce  qu'a  fait  Çondorcct ,  Menu  de  l'Aead.  des  Sciences, 
aun.  1783,  p.  553. 

l5.. 
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mêlée  avec  999  999  boules  noires,  on  aura 

v'  =  1  ,         m=z  999  999  , 

et    la  probabilité   favorable  au  témoignage  sera  ré- 
duite à 


"  +  999  999™ 

107.  jM.  Laplace,  considérant  à  part  la  probité  du 
témoin  et  son  intelligence,  exprime  séparément  la  pro- 
babilité que  le  témoin  dit  ce  qu'il  a  vu  ou  entendu  , 
et  celle  qu'il  a  bien  vu  ou  bien  entendu  (*).  De  là 
résultent,  sur  sa  déposition,  les  quatre  hypothèses  sui- 
vantes : 

i°.  Il  connaît  la  vérité,    )  ,.      . 

..         .       ,,  >  et  veut  dire  la  vente  ; 

2°.  ou  il  est  dans  I  erreur,  J 

3°.  il  connaît  la  vérité  ,      ) 

et  veut  mentir. 


,} 


4°.  ou  il  est  dans  l'erreur 

La  dernière  comprend  un  cas  semblable  à  celui  du 
double  témoignage  erroné  (i32),  puisqu'en  cherchant 
à  tromper  sur  cette  vérité  qu'il  ne  connaît  pas,  le 
témoin  peut  la  rencontrer;  et  en  effet,  ce  qui  pré- 
cède revient  à  faire  du  témoin  deux  personnes  ,  dont 
l'une  ,  toujours  véridique  ,  est  susceptible  d'erreur  dans 
un  certain  rapport,  et  dont  l'autre,  qui  ne  peut  se 
tromper,  déguise  plus  ou  moins  souvent  la  vérité.  Com- 
binant les  deux  témoignages  successifs  avec  la  proba- 
bilité propre  du  fait ,  M.  Laplace  calcule  la  probabilité 
de  chaque  hvpothèse  ,  et  divise  par  la  somme  de  toutes 
ces  probabilités,  la  somme  de  celles  qui  sont  pour  la 
vérité  de  la  déposition. 


(*)  Théorie  analytique  des  Probabilités  ,  p.  44^- 
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En  nommant,  avec  lui,  p  la  probabilité  que  le  té-* 
moin  veut  dire  la  vérité ,  r  la  probabilité  qu'il  l'a  sai- 
sie, et  -  celle  du  fait  rapporté,  qui  est  ici  l'extraction 

du  numéro  it  d'une  urne  qui  en  contient  n ,  on  aura 
pour  la  vérité,  dans  la  première  hypothèse,  la  pro- 
babilité 2-, 


n 


Dans  la  seconde ,  où  le  numéro  i  n'est  pas  sorti , 
la  probabilité  de  cet  événement  est  • ,  et  celle  de 


ment  devient  X =s  — ,  et  celle  de  l'hy- 

n  n  —  i        7i  J 


l'erreur  du  témoin  est  i — r;   cependant  il  n'en  faut 
pas   conclure  que   la  probabilité  composée  soit  .... 

p(i — r)  ,  parce  que  la  non  sortie   du  numéro  i 

n 

n'est  pas  tout  l'événement  arrivé,  il  y  a  encore  le  faux 

apperçu  du  numéro  i  parmi  tous  ceux  qui  ne  sont  pa9 

sortis ,  illusion  dont  la  probabilité  est  .  En  ayant 

égard  à  cette  circonstance,  la  probabilité  de  l'événe- 

n  — 

îent  

n 

i  >        pO  —  r) 

pothese  , . 

*  n 

Dans  la  troisième  ,  il  faut  combiner  ensemble  les 
probabilités  i — p  que  le  témoin  ment,  r  qu'il  con- 
naît la  vérité ,   et  -  celle  qui  résulte  de  la  non  sortie 

71 

du  numéro  i ,  et  du  choix  qu'en  fait  le  témoin  ;  on 

,    i       0  — p)f 

a  pour  résultat — . 

*  n 

Dans  la  quatrième  hypothèse,  (i — p)(i —  r)  est  la 

probabilité  propre  du  témoignage,    puisque  le  témoin 

ment  et  ne  connaît  pas   la  vérité  ;  mais   l'événement 


trut;'    Il  f  MrNTAïRF. 
peut    être  la  sortie  ou  la  non  sortie  du   numéro  i.  La 

probabilité  du  premier  cas  est  -  ;    le  témoin  croyant 

un  autre  numéro  sorti  ,  fera  toujours  le  choix  de  son 
énoncé  parmi  n  —  i  numéros  seulement;  la  probabi- 
lité que  ce  choix  tombera   sur  i  sera  par  conséquent 

;    et  comme    ce  choix   doit    concourir  avec  la 

77  —  i 

sortie  du  numéro  i ,  la  probabilité  de  l'événement  sera 
,  celle  de  ce  cas  du  témoignage, 


et   il    ne  faut  pas    oublier    qu'il  est    en  faveur   de  la 
vérité. 

Si  on  ne  le  distingue  pas  de  tous  ceux  qui  sont 
compris  dans  la  dernière  hypothèse ,  l'opinion  du  té- 
moin portant   toujours   sur    la  sortie  d'un  numéro  qui 

n'est  pas  z,  aura  une  probabilité  •,  la  probabilité 

qu'il  choisira  celui-là  parmi  les    n  —  i   numéros  qu'il 

croit   n'être    pas    sortis,  sera  :  et  la  probabilité 

r  n  —  i 

de  l'événement  sera  par  conséquent  encore  -  -}    ainsi 

la  probabilité  de  l'hypothèse  sera . 

On  aura  donc  enfin 

pr  .   (i— • p)0—  r) 

n  ji(u — i) 

pr     p(i—  r)      (i—p)r      (i—  p)(i— r)  " 
n  n  n  n 

(i  —  n)(i  —  r) 
n —  i 

expression  qui  se  réduit  à  pt  si  r  =  i  ,    c'est-à-dire, 
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êi  le  témoin  n'est  pas  susceptible  de  se  tromper ,  et 
qui  diminue  à  mesure  que  n  augmente. 

Peut-être  dans  cette  question  pourrait-on  avoir  quelque 
doute  sur  la  nécessité  de  faire  entrer  dans  le  calcul  la  pro- 
babilité du  choix  que  le  témoin  fait  d'un  numéro  autre 
que  celui  qu'il  sait  ou  qu'il  croit  être  sorti;  et  comment 
d'ailleurs  déterminer  séparément  les  probabilités  r  et  p? 
Il  est  donc  difficile  de  croire  que  la  formule  ci-dessu3 
serve  autrement  que  comme  un  exemple  des  considé- 
rations ingénieuses  que  peut  fournir  le  sujet  qui  nous 
occupe.  Je  rapporterai  encore,  dans  cette  vue,  la  ques- 
tion suivante  tirée  du  même  ouvrage. 

i38.  Soient  deux  urnes  A  et  B ,  la  première  con- 
tenant n  boules  blanches  ,  et  la  seconde  n  boules 
noires;  on  a  tiré  de  l'une  de  ces  urnes,  on  ignore 
de  laquelle ,  une  boule  qui  a  été  mise  dans  Vautre , 
et  ensuite  on  a  tiré  une  boule  de  cette  dernière.  Deux 
témoins ,  dont  l'un  n'a  vu  que  le  premier  tirage ,  et 
l'autre  que  le  second,  affirment  qu'il  en  est  sorti  une 
boule  blanche  ;  quelle  est  la  probabilité  de  ce  fait  ? 
La  difficulté  se  trouve  ici  dans  l'ensemble  des  deux 
témoignages  ;  car  chacun  en  particulier  n'affirme  qu'une 
chose  très-possible,  puisque  l'une  des  deux  urnes  ne 
renfermant  que  des  boules  blanches  ,  si  l'on  ne  con- 
sidère qu'un  seul  tirage,  la  probabilité  que  la  boule 
a  été  prise  dans  cette  urne  est  £.  Mais  si  l'on  suppose 
que  le  premier  tirage  ait  eu  lieu  dans  l'urne  A,  le 
deuxième  ayant  nécessairement  lieu  dans  l'urne  B  , 
qui  ne  contient  de  boule  blanche  que  celle  qui  est 
sortie  de  l'urne  A ,  la  seconde  apparition  de  cette  boule 
devient  d'autant  moins  probable  que  le  nombre  des 
boules  noires  est  plus  grand  ;  et  ce  cas  est  le  seul  dans 
lequel  les  témoignages  puissent  être  vrais  tous  deux. 

Soient  donc  q  et  q'  les  probabilités  de  la  véracité 
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de  chaque  témoin  en  particulier,  et  évaluons  celle  des 
diverses  byp  thès<  -  que  le  sujet  présente.  i°.  C'est 
l'urne  A  qui  a  fourni  le  premier  tirage  :  \  étant  la 
probabilité  de   ce  fait,  q  celle  que  le  témoin  dit  vrai, 

la   probabilité  de  la  déposition  est  -  ;    mais  l'urne  B 

2 

qu'on  y  fait  le  second  tirage,  contenant  rc-f-i  boules, 

dont  une  blanche ,  la  probabilité  du  fait  attesté  par  le 

second  témoin  est  :  celle  qu'il  dit  la  vérité  étant 

n  -f-  1  * 

r 

q',  — - —    exprime     la  probabilité  de  sa  déposition , 

et  — — celle  de  la  vérité   de  leur  accord. 

a(i»-f-0 

2°.  Si  le  2e  témoin  ment ,  la  boule  sortie  de  l'urne  B 

était  noire*   alors  la    probabilité   — - —  de  cette  sor- 

tie,  combinée  avec  (i — g'),  probabilité  du  mensonge 
du  2e  témoin ,    donnera  pour  la  fausseté  de  sa  dépo- 

sition,  -|  ,   et  pour  la  vente   de   1  hypothèse , 

9(1, —  g')** 

207  +  1)    * 

5'.  6i  le  ier  témoin  ment,  la  première  boule  était 
noire  et  sortait  nécessairement  de  l'urne  B  ;  la  probabi- 
lité de  cette  partie  de  l'hypothèse  est  \  (1 — q).  Alors 
le  second  tirage  tétant  fait  dans  l'urne  A ,  qui  renfer- 
mait n  boules  blanches  et  1  seule  noire,  la  probabilité 

de  la  sortie  d'une  boule  blanche  sera ,  celle  de 

n  -}-  1 

r 

la  déposition  du  second  témoin  ,  et  celle  de  l'hy- 

n  -f-  1 

-  .        (1  —  q)q'n 
pothe^e  - — — . 
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4°.  Si  le  2*  témoin  ment  aussi ,  la  boule  sortie  de 

l'urne  A  au  2e  tirage  était  noire,  la  probabilité  de  cette 

sortie  étant  alors  ,  celle  de  la  probabilité   de 

ii  -f-  î 

cette  partie  de  l'hypothèse  sera  -,  et  celle  de  toute 

l'hypothèse  il-rt(l-<l'\ 

Jl  2('i  +  l) 

La  probabilité  relative  de  la  première  hypothèse,  la 
seule  qui  rende  les  deux  témoignages  vrais ,  sera  donc 

tf 

qq'+  q  (i  -  q)  n  +  (i  —  q)  qn  +  (i  —  q)  (i  —  <?') 

et  diminuera  à  mesure  que  n  augmentera.  Si  l'on  fait 

t        .9 
q  =  q  =  —  ,71=1  ooo  ooo , 

n        n         10 

8i 
on  obtiendra  la  très-petite  fraction  -7^ « — . 

18000082 

1^9.  La  discussion  des  témoignages  touchant  à  des 
matières  sur  lesquelles  on  avait  pris  d'avance  un  parti  , 
il  est  arrivé  que  plusieurs  auteurs  ont  arrangé  le  calcul 
pour  le  résultat  qu'ils  voulaient,  ou  qu'ils  avaient  besoin 
de  trouver.  Ce  n'est  qu'ainsi,  du  moins,  qu'on  peut  ex- 
pliquer la  théorie  des  témoignages  simultanés,  publiée 
sans  nom  d'auteur,  dans  le  n°  256  des  Transactions 
Philosophiques  (p.  35g  >  année  1699),  le  plus  ancien 
écrit  que  je  connaisse  sur  ce  sujet,  et  qui  a  été  adoptée 
par  Bicquilley  ,  dans  son  traité  Du  Calcul  des  Pro~ 
habilités  (en  1783).  Effrayé  sans  doute  pour  le  but  qu'il 
voulait  atteindre ,  de  la  rapidité  avec  laquelle  diminue 
la  probabilité  de  ces  témoignages  lorsque  l'on  combine 
entr'elles,  comme  on  le  doit,  les  chances  de  chaque  té- 
moignage 3  et  que  sa  probabilité  propre  est  au-dessoaji 
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de  l  (101)  ,  l'auteur  anglais  avance  que  lorsqu'un  pre- 
mier témoin  a  déposé  d'un  fait,  sa  confirmation  par  un 
second  témoin  détruit  toujours  une  partie  de  l'incerti- 
tude qu'a  laissée  le  premier,  et  diminue  en  conséquence 
la  probabilité  contraire ,  d'une  partie  proportionnelle  à 
la  probabilité  de  la  seconde  déposition.  Par  exemple,  si  J- 
exprime  la  probabilité  du  premier  témoignage ,  ~  celle  du 
second  ,  celui-ci  ajoutera  à  la  première  7.5,  et  Ton  aura 
en  conséquence ,  pour  l'ensemble  des  deux  témoignages, 
la  probabilité 

£  4.  L      l  —  JL 
5  ^  4  '  3  —  12' 

tandis  que  suivant  les  formules  du  n°  100,  elle  ne  serait 
que  f. 

En  raisonnant  de  même  sur  un  nombre  quelconque  de 
témoignages  où  les  probabilités  de  l'erreur  seraient  n, 
71 ,  ii" ',  etc. ,  on  trouvera  pour  celle  de  la  vérité 

1  —  n  -f-  n  (1  —  ri)  =  1  —  nri  ,  par  2  témoignages, 
1  —  nri  -f-  nn  (1  —  n")  =  1  —  nri  ri' }  par  3, 
etc. 

expressions  dont  les  valeurs  forment  une  suite  crois- 
sante quelles  que  soient  les  probabilités  ft,  ri,  etc.  x 
et  desquelles  il  résulte  par  conséquent,  que  la  probabi- 
lité d'un  fait  croît  toujours  avec  le  nombre  des  témoins 
oculaires.  Cette  conclusion  peut  être  commode  dans  cer- 
tains cas ,  mais  elle  suffit  aussi  pour  montrer  la  fausseté 
de  l'hypothèse;  car  il  ne  faut  qu'un  peu  réfléchir  pour  se 
convaincre  de  la  difficulté  et  presque  de  l'impossibilité 
où  sont  des  spectateurs  ignorans  et  nombreux,  de  ne 
pas  se  tromper  sur  l'apparence  des  faits  extraordinaires. 
Lorsque  les  faiseurs  détours  opèrent  adroitement,  et 
qu'on  fait  abstraction  de  la  défiance  que  doivent  inspirer 
à  des  esprits  éclairés  les  apparences  contraires  à  l'expo- 
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rîencede  tous  les  jours ,  aucun  des  spectateurs  a-t-il  pour 
ne  pas  croire  à  la  réalité  des  prodiges  qu'on  lui  présente  , 
d'autre  motif  que  le  but  et  la  forme  du  spectacle  ?  qu'au 
lieu  des  circonstances  qui  avertissent  de  l'illusion,  un  sé- 
rieux solennel  accompagne  ces  prétendus  prodiges  ;  qu'ils 
soient  attribués  à  un  pouvoir  surnaturel  ;  qu'ils  tendent 
à  exciter  l'enthousiasme ,  à  caresser  le  goût  que  le  vul- 
gaire a  pour  ce  qui  sort  des  voies  ordinaires  de  la  nature , 
ou  pour  trancher  les  difficultés  devant  lesquelles  la  rai- 
son est  forcée  de  s'arrêter  :  il  est  bien  certain  que  plus 
les  témoins  seront  nombreux,  plus  la  probabilité  de  l'er- 
reur augmentera.  Hume  l'a  bien  prouvé ,  les  prodiges 
sont  très-difficiles,  pour  ne  pas  dire  impossibles  à  cons- 
tater^). Ce  n'estpas  que  les  phénomènes  les  plus  répétés 
dans  la  nature ,  vus  une  première  fois ,  ne  puissent  passer 
pour  des  prodiges ,  et  qu'il  soit  conforme  à  la  saine  raison 
de  faire  des  bornes  de  notre  expérience  la  limite  du  pos- 
sible ;  mais  aussi  n'est-ce  pas  la  première  apparition  de 
ces  phénomènes  qui  en  constate  l'existence.  Long-tems 
on  a  nié,  et  avec  raison  eu  égard  au  caractère  des  rela- 
tions ,  au  but  des  narrateurs ,  la  chute  des  pierres  tom- 
bées du  ciel,  Cet  exemple  très-récent  de  la  manière  dont 
un  fait  extraordinaire  finit  par  prendre  place  au  nombre 
des  réalités ,  prouve  bien  que  c'est  par  des  observations 
successives ,  particulières ,  et  par  de3  discussions  désinté- 
ressées que  la  vérité  s'établit.  Si ,  lorsque  le  géomètre 
Fatio  de  Duillier,  égaré  par  un  enthousiasme  fanati- 
que, entreprit  publiquement  à  Londres  de  ressusciter  un 
mort  (en  1707),  il  eût  été  de  mauvaise  foi,  qu'il  eût 
pris  ses  mesures  en  conséquence  de  son  but ,  et  qu'il 
eût  été  moins  surveillé  par  la  police  du  gouvernement ,  à 
coup  sûr  il  n'aurait  pas  manqué  son  prodige.  La  liqué- 

(*)  Essais  philosophiques  y  sur  les  Miracles» 
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faction  du  sang  de  saint  Janvier  à  Naples  ,  a  toujours  de 
nombreux  témoins  qui  voient  quelque  chose  de  solide 
en  apparence  ,  devenir  coulant;  mais  qu'est-ce  qui  éta- 
blit que  cette  masse  est  du  sang  coagulé  ,  que  c'est  celui  de 
î  Janvier,  et  que  son  changement  d'état  n'est  pas  un 
effet  chimique  ?  Les  prodiges  opérés  dans  les  temples  des 
Payera,  qui  précédaient  ou  accompagnaient  les  oracles,  et 
dont  quelques-uns  ont  été  reproduits  sous  nos  yeux  par 
l'art  du  ventriloque  ,  étaient  dans  l'antiquité  des  faits 
appuyés  sur  une  multitude  de  témoignages.  Aussi  voit- 
on  que  des  hommes,  d'ailleurs  d'un  grand  sens ,  paraissent 
y  donner  une  entière  croyance ,  et  que  dans  les  débats 
de  la  religion  chrétienne  avec  les  anciens  cultes  ,  le  plus 
souvent  on  accorde  de  part  et  d'autre  la  réalité  des 
miracles ,  on  ne  diffère  que  sur  les  êtres  auxquels  on 
les  attribue  (*}. 

Plus  tard ,  en  recueillant  les  témoignages  de  ceux  qui 
ont  vu  des  revenans  ,  qui  ont  eu  une  part  active  ou 
passive  à  des  opérations  magiques ,  des  sortilèges ,  n'en 
trouverait-on  pas  plus  qu'il  n'en  faut  pour  donner  à  ces 
chimères  une  très-grande  probabilité?  et  elles  étaient 
tellement  conformes  alors  aux  habitudes  de  l'esprit, 
qu'on  y  croyait  sur  les  plus  légers  indices. 

140.  Si  donc  l'hypothèse  du  n°  i3o  ,  adoptée  par  les 
géomètres  les  plus  célèbres ,  qui  ont  traité  ce  sujet ,  ne 
répond  pas  exactement  à  toutes  les  circonstances  qu'il 
présente ,  ce  n'est  pas  parce  qu'elle  accorde  trop  peu  de 
poids  au  témoignage,  mais  bien  parce  que  ce  sujet  ne 
saurait  se  prêter  au  calcul  à  cause  que  la  véracité  et  la 
sagacité  des  hommes  ,  quand  ils  sont  fortement  agités, 
éprouvent  des  changemens  brusques,  et  principalement 
lorsqu'il  s'agit  de  faits  merveilleux.  Outre  que  ces  faits 

Voyez  dans  Tacite  {But.  lib.  iu,  cap.  81.)  le  miracle  opéré  par 
Vespa sien  dans  Alexandrie,  et  le  Traité  cV Origine  cordre  Cetse. 
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offrent  plus  de  causes  d'illusions  que  les  autres ,  notre 
penchant  à  l'enthousiasme ,  nous  rend  peu  capables  de 
les  examiner  ;  et  par  eux-mêmes ,  ou  par  les  suggestions 
du  charlatanisme,  ils  se  lient  presque  toujours  à  de 
grands  intérêts  qui  nous  préoccupent  fortement  ou  qui 
font  taire  la  voix  de  notre  conscience. 

Cependant,  sans  recourir  à  des  hypothèses  plus  ou 
moins  compliquées,  la  lecture  de  l'Histoire  suffit  pour 
nous  faire  apprécier  le  peu  de  confiance  que  mérite  le 
témoignage ,  lorsqu'il  tend  à  établir  des  faits  contraires 
à  l'ordre  accoutumé  de  la  nature ,  puisque  les  prodiges 
si  multipliés  dans  les  tems  d'ignorance ,  diminuent  avec 
l'accroissement  des  lumières  ,  qui ,  ramenant  l'esprit  de 
doute  et  d'examen ,  rend  très-difficiles ,  ou  au  moins  très- 
peu  durables  ,  les  illusions  si  fréquentes  lorsque  les  scien- 
ces sont  encore  dans  l'enfance.  On  ne  peut  pas  assigner 
des  nombres  précis  pour  les  degrés  de  valeur  du  témoi- 
gnage dans  chaque  circonstance;  mais  comme  en  par- 
courant les  tems  et  les  lieux  on  voit  les  prodiges  les  plus 
accrédités  reconnus  pour  faux ,  et  remplacés  par  d'autres 
qui  ont  bientôt  à  leur  tour  le  même  sort,  on  peut  dire 
que  plus  on  embrasse  de  tems  et  d'espace ,  plus  on  re- 
connaît la  faiblesse  de  la  probabilité  de  ce  genre  de 
faits ,  et  que  la  constance  des  lois  de  la  nature ,  dont  les 
voyages  et  les  découvertes  scientifiques  nous  apportent 
chaque  jour  de  nouvelles  preuves ,  doit  servir  de  base  à 
tous  nos  jugemens. 

Cet  affaiblissement  du  témoignage  avec  le  tems ,  n'a 
rien  de  commun  avec  l'oubli  dans  lequel  tombent  à  la 
longue  les  faits  simples  confiés  à  la  seule  mémoire  des 
hommes  ,  ou  à  des  monumens  que  la  vétusté  et  les  révo- 
lutions détruisent  assez  promptement ,  parce  qu'ils  sont 
peu  multipliés.  Les  données  manquent  pour  soumettre 
au  calcul  cette  perte  des  souvenirs  ;  mais  l'art  de  fimpri- 
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merie  l'a  prodigieusement  diminuée  -,  et  tant  que  les  ou- 
vrages où  sont  consignées  les  discussions  profondes  ou 
piquantes  ,  qui  classent  suivant  leur  véritable  impor- 
tance, les  faits  et  les  opinions  dont  se  composent  les 
sciences  et  la  philosophie,  subsisteront,  il  sera  impossible 
de  ressusciter  d'une  manière  durable  les  anciennes  er- 
reurs, ou  d'en  établir  de  nouvelles  (*). 

i41'  Les  décisions  rendues  à  la  pluralité  des  voix, 
par  des  assemblées  ou  des  tribunaux ,  ont  un  grand  rap- 
port avec  les  témoignages  et  peuvent  être  également 
soumises  au  calcul  des  probabilités  ,  si  l'on  suppose 
que  les  habitudes  de  l'esprit  de  chaque  votant  soient 
assez  constantes  pour  qu'il  y  ait  toujours  le  même  rap- 
port entre  le  nombre  des  votes ,  où  il  prononce  con- 
formément à  la  vérité ,  et  celui  des  votes  où  il  se  trompe  ; 
ensorte  que  v  désignant  le  premier  de  ces  nombres ,  et 
m  le  second,  la  probabilité  de  la  vérité  d'un  vote  soit 

v  .  771 

et  sa  contraire 
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Lesdifférens  termes  du  développement  de  (v-\-m)P  in- 
diqueronttoutes  les  combinaisons  suivant  lesquelles  pour- 
ront se  partager,  entre  la  vérité  et  l'erreur,  un  nombre  p 
de  votans  supposés  également  probes  et  également  éclai- 
rés :  ainsi  le  terme  général 

p  (p  —  i)...(p  —  o-f-  i) 
1.2.3. . .q 

(*)  C'est  en  confondant  les  effets  du  progrès  des  lumières  avec 
l'affaiblissement  delà  tradition  ,  que  Craiç  eut  la  bizarre  idée  d'ap- 
pliquer le  calcul  à  la  théologie  ,  afin  d'assigner  la  durée  du  chris- 
tianisme ,  d'après  l'affaiblissement  graduel  d<  s  témoignages  sur  les- 
quels il  est  fonde,  et  trouvait  pour  cette  durée  i4$4  ar*s,  à  partir 
de  iGf)Q.  Au  bout  de  ce  terme  un  second  avènement  de  J.  C.  et  une 
seconde  rérelation  devaient  rétablir  la  foi  dans  toute  sa  force.  (Voy. 
Theologicc  christianœ  Principia  malhematica.) 
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exprimant  le  nombre  de  combinaisons  dans  lesquelles  il 
y  a  p — q  votes  pour  la  vérité  et  q  pour  l'erreur 3  la  pro- 
babilité de  ce  partage  sera 

Si  l'on  demande  la  probabilité  que  la  décision  sera 
rendue  à  l'unanimité  sans  distinguer  les  votes  pour  la 
vérité  de  ceux  qui  sont  pour  l'erreur,  on  aura 


(v  +  my 


Lorsque  la  décision  est  portée  et  qu'on  sait  le  nombre 
des  votans  qui  ont  été  pour  et  de  ceux  qui  ont  été  contre , 
il  ne  faut  plus  alors  faire  entrer  dans  la  probabilité  cher- 
chée ,  que  les  combinaisons  qui  s'accordent  avec  ces 
données;  et  on  trouve,  comme  dans  le  n°  i5i ,  que  la 
probabilité  de  la  vérité  d'une  décision  rendue  à  l'una- 
nimité par  un  nombre  p  de  votans ,  eat 


vp 


et  seulement 


v?  +  mP  ' 

yP-i 

VP-Î  _i-    mp-1 


lorsque  p  sont  pour  cette  décision  et  q  contre,  ou  qu'elle 
n'a  obtenu  que  la  pluralité  p  —  q.  De  plus,  les  remar- 
ques faites  sur  la  marche  de  ces  probabilités,  lorsqu'il 
s'agissait  des  témoignages  (i3i)  ,  ont  également  lieu  pour 
les  décisions ,  et  s'accordent  avec  le  bon  sens ,  en  indi- 
quant qu'on  doit  attendre  la  justesse  des  décisions,  plutôt 
des  lumières  que  du  nombre  des  votans. 

142.  En  supposant  qu'ici,  comme  dans  tous  les  autres 
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genres  de  hasard,  les  événemens  ,  quand  ils  sonttrès-ré- 
pétéé  ,  manifestent  des  rapports  fort  apprechans  de  leur 
probabilité  ,  on  peut  déterminer  le  rapport  des  nombres 
v  et  m  ,  lorsque  l'on  connaît  dans  une  longue  suite  de 
décisions  le  rapport  du  nombre  total  au  nombre  de  celles 
qui  ont  été  portées  à  l'unanimité,  et  le  nombre  des  vo- 
tans  qu'on  suppose  avoir  toujours  été  le  même  \  car  si  l'on 

désigne  ce  rapport  par  -  ,  on  aura  sensiblement 


(v-t-m  Y         n 

Ce  moyen  a  été  proposé  par  M.  Laplace  (*)  ;  et  en 
faisant  pour  abréger 

v  m 

=  e ,      et  ou 
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on  en  tire  l'équation 

qui  fera  connaître  la  valeur  de   la  probabilité  e.  Cette 
équation  ,  qui  ne  monte  qu'au  2e  degré  quand  p  =  3  , 

donne  alors  e  =  £  zfc  \J ;  et  si  l'on  suppose  que 

la  moitié  des  décisions  ait  été  portée  à  l'unanimité,  ou  que 

-z=-jOnen  déduit  e  =  0,789  :  c'est  la  probabilité  de 

la  vérité  de  chaque  vote,  d'après  l'hypothèse  établie. 

Tirant  ensuite  de  l'équation  ci-dessus  la  valeur  de  e?% 
pour  la  substituer  dans  la  formule 

vp  ep 


i-p  -f-  mP         eP  -f-  (  1  —  e  )' 


(*)  Théorie  analytique  des  Probabilités ,  pag.  4G0. 
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qui  exprime  la  probabilité  de  la  vérité  d'une  décision 
rendue  à  l'unanimité,  on  obtiendra 

'-"(■-0'; 

on  aurait  pu  également  éliminer  (  i  —  e.y  au  lieu  de  e?» 
Ces  formules  sont  très  -  simples  ;  mais  elles  supposent 

v 
constant  le  rapport  —  ,  hypothèse  qui  paraît  d'abord  in- 
admissible pour  un  long  espace  de  tems,  pendant  lequel 
les  principes  politiques,  administratifs  et  judiciaires  va- 
rient avec  l'état  des  lumières ,  et  les  opinions  adoptées 
sur  les  droits  communs  à  tous  les  hommes,  ou  particu- 
liers à  certaines  classes  de  la  société ,  et  qui  même  ne 
peut  avoir  lieu  quand  ces  circonstances  n'auraient  pa* 
changé. 

i43.  En  effet  la  formule 


v?-i .4-  mp~i 


présente  une  conséquence  que  le  bon  sens  rejette.  Elle 
demeure  la  même  tant  que  le  nombre  p —  q  ne  change 
pas,  quelque  soit  d'ailleurs/?  -f-  ç qui  exprime  celui  des 
votans  ,  en  y  faisant ,  par  exemple ,  p  =z  26 ,  q  =  ]  o ,  ou 
bien  p  =  220,  et  </ r=  2c5.  Dans  ces  deux  cas,  la  ma- 
jorité p  —  q  est  également  de  i5  voix  ;  mais  on  ne 
pourra  s'empêcher  d'attacher  bien  plus  de  confiance  à 
la  première  décision  qu'à  la  seconde  ,  parce  qu'on  est 
porté  à  estimer  le  poids  de  la  majorité  des  suffrages, 
non  par  leur  nombre  absolu ,  mais  par  le  rapport  de  ce 
nombre  avec  celui  des  votans  (*). 

En  cherchant  à  se  rendre  compte  de  l'exception  que 

(*)  Essai  sur  la  Probabilité  des  Décidions  ,  p.  2^2. 
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fait  ici  la  raison  naturelle  aune  déduction  rigoureuse  du 
calcul,  il  faut  reconnaître,  avec  Condorcet,  que  cettu 
diminution  de  confia  ce  porte  alors  sur  la  probabilité  de 
la  vérité  de  chaque  vote  ,  probabilité  qu'on  regarde 
c  mine  plin  petite  quand  la  décision  est  rendue  à  une 
faible  pluralité  que  dans  le  cas  contraire,  ce  qui  peut 
tenir  à  la  difficulté  particulière  de  la  question  à  décider. 
Par  là  on  rentre  dans  les  principes  généraux  sur  lesquels 
le  calcul  et  le  bon  sens  s'accordent;  car  le  plus  grand 
terme  du  développement  de  (  v  -f-  m)p  étant  celui  où 
les  exposâns  des  lettres  v  et  m  sont  dans  le  rapport  de 
ces  nombres,  ou  s'en  approchent  le  plus  (27),  ce*  ex- 
posâns indiquent  la  division  des  votes  la  plus  probable 
dans  une  assemblée  ,  et  toute  autre  l'est  d'autant  moins , 
qu'elle  s'écarte  plus  de  celle-là. 

Une  longue  suite  de  décisions  portées  par  les  mêmes 
votans,  sur  des  questions  de  même  genre,  à  une  pluralité 
à  peu  près  constante  ,  ferait  donc  connaître  les  limites  du 
partage  le  plus  probable  des  votes ,  et  conduirait  à  des 
valeurs  approchées  du  rapport  des  nombres  v  et  m; 
mais  ce  moyen  de  le  déterminer  n'est  guère  plu3  prati- 
cable que  celui  du  n°  142.  La  révision  des  décisions 
anciennes ,  par  un  nombre  suffisant  de  personnes  très- 
éclairées  et  dégagées  de  tout  intérêt  relatif  à  ces  décisions 
et  aux  votans  qui  les  ont  rendues  ,  donnerait  sans  doute 
des  lumières  importantes  ,  si  le  travail  de  cette  révision 
n'était  pas  à  peu  près  impossible  à  exécuter,  ou  parce 
que  les  matériaux  manquent ,  ou  bien  parce  qu'ils  sont 
trop  multipliés  et  trop  obscurs. 

i44-  Quoi  qu'il  en  soit,  cette  nécessité  de  regarder  la 
probabilité  de  la  vérité  de  chaque  vote  ,  comme  pou- 
vant varier  même  dans  l'état  de  choses  le  plus  ordinaire, 
oblige  de  substituer  aux  expressions  des  probabilité» 
à  priori,  oelkâ  des  probabilités  à  posteriori}  et  par  ce 
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moyen  Condorcet  trouve,  en  effet,  que  la  probabilité 
d'une  décision  doit  diminuer  quand  le  nombre  des  votan* 
augmente,  et  que  la  pluralité  reste  la  même.  Nous  n'in- 
diquerons qu'une  seule  des  hypothèses  qu'il  examine, 
celle  à  laquelle  il  s'arrête.  Ayant  reconnu  qu'on  ne 
pouvait  arriver  avec  quelque  apparence  d'exactitude , 
qu'à  une  probabilité  assez  considérable  que  celle  de 
3a  vérité  de  chaque  vote  est  renfermée  entre  des  limites 
données  ,  il  cherche  la  probabilité  moyenne  de  la  vérité 
d'une  décision  portée  par  un  nombre  donné  de  votans , 
à  une  pluralité  donnée  (*). 

En  désignant  par  a  et  b  les  valeurs  entre  lesquelles 
doit  demeurer  comprise  la  probabilité  représentée  ci- 
dessus  par  — ■ — ,  on  trouvera ,  par  les  considérations 
v-\-m 

du  n°  87,  que  les  probabilités  moyennes  qu'il  y  a  eup 
votes  pour  la  vérité  et  q  pour  l'erreur,  ou  bien  le  con- 
traire, sont 

c  Rs^  °  —  S**' ?)  1 ,     c  Vs(^ p) — SCJ'  p)l , 

ce  qui  donne  pour  la  probabilité  relative  du  ier  cas, 

{Voyez  aussi  la  Note  III.  ) 

M.  Laplace,  qui  n'avait  point  eu  égard  à  ces  remarques 
dans  la  seconde  édition  de  sa  Théorie  analytique  des 
Probabilités ,  s'en  est  occupé  ,  pour  la  3*  édition  de- 
son  Essai  philosophique  sur  ce  sujet;  et  il  donne  aux 
limites  a  et  b }  que  Condorcet  suppose  déduites  de 
l'examen  de  décisions  antérieures,  les  valeurs  f  et  1  ,  les 

(*)  Essai  sur  la  Probabilité  des  Décisions ,  pag.  2^4 — J45- 
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plus  distantes  que  l'on  puisse  adopter,  puisqu'il  cessa 
d'être  probable  qu'une  décision  rendue   à  la  pluralité 
des  voix ,  sera  conforme  à  la  vérité ,  quand  la  probabilité 
de  chaque  vote  est  au-dessous  de  £  (1 40*   Voici  quel- 
ques résultats  de  cette  hypothèse,  rapportés  à  la  p.  i5o, 
de  l'ouvrage  que  je  viens  de  citer  et  que  donne  aussi  la 
formule  précédente  :  u  Dans  les  tribunaux  spéciaux  où 
v  cinq  voix,  sur  huit,  suffisent  pour  la  condamnation 
?i  de  l'accusé,  la  probabilité  de  l'erreur  à  craindre  sur 
p  la  bonté  du  jugement  est  -^  ou  au-dessus  de  ^.  La 
»   grandeur  de  cette  fraction,  dit  avec  raison  M.  Laplace, 
y>  est  eîFravante.  r>  Dans  un  jury,   composé   de  douze 
membres ,  la  probabilité  de  l'erreur  n'est  que  -^|4 ,  un 
peu  plus  grande  que  g,  lorsque  la  décision  est  portée  par 
8  voix,  sT^  ou  environ  -~  quand  la  majorité  est  de  9  voix, 
et  seulement  5^5  pour  l'unanimité ,  ce  qui  est  la  con- 
dition du  jury  anglais-,  d'où  il  suit  que  ce  jury  aurait 
l'avantage  ,  si  d'autres  considérations  ne  prouvaient  que 
cette  unanimité  peut  souvent  être  forcée.  Mais  ce   qui 
doit  rassurer  sur  les  décisions  des  jurys,  en  tems  ordi- 
naire ,  lorsque  les  membres  qui  les  composent  ne  sont 
prévenus   d'aucun  sentiment  pour  ou  contre   la  classe 
d'accusés  qu'on  leur  présente ,  et  ce  qui  fonde  leur  supé- 
riorité sur  les  anciens  tribunaux,  c'est  la  terreur  que  sent 
dans  son  ame  tout  homme  compatissant,  d'en  condamner 
un  autre  injustement  ou  à  une  peine  trop  sévère,  senti- 
ment que  la  longue  habitude  d'examiner  et  de  juger  des 
accusés  affaiblit  beaucoup  dans  les  meilleurs  naturels  , 
comme  le  remarr>u(-  M.  Laplace.  Rien  n'est  donc  plus 
affligeant  pour  l'humanité  et  la  justice,  que  la  néces- 
sité, ai  tant  est  qu'elle  existe  ,  de  créer  des  tribunaux  ex- 
traordinaires, dars  lesquels  il  estbien  difficile  que  l'accusé 
ne  trouve  pas  d'abord  par  la  nature  du  délit  qui  lui  est 
kuputé  ,  u;:e  prévention  très-défavorable  \  aussi  lesmo- 
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tive-t-on  principalement  sur  le  danger  que ,  dans  certains 
cas ,  l'impunité  des  coupables  peutfaire  courir  a  la  société. 

i45.  Condorceta  eu  égard  à  cette  dernière  circonstance 
pour  les  délit»  ordinaires  ;  et  cherchant  à  concilier  les 
intérêts  d'un  accusé  avec  la  sûreté  de  la  société  ,  il  con- 
sacre la  première  partie  de  son  ouvrage  à  déterminer 
dans  un  grand  nombre  d'hvpothèses  de  pluralité  ,  la 
probabilité  qu'un  innocent  ne  serait  pas  condamné,  et 
celle  qu'un  coupable  ne  serait  pas  absous.  Pour  cela  il 
s'est  proposé  les  questions  suivantes  :  i°  quelle  est  la 
probabilité  que  l'erreur  n  obtiendra  pas  la  pluralité  exi- 
gée? 20  quelle  est  celle  que  la  vérité  obtiendra  cette  plu* 
ralité  ?  événemens  qui  ne  sont  pas  contradictoires  quai.d 
on  exige  plus  que  la  simple  majorité ,  ou  que  le  nombre 
des  votans  est  pair. 

En  effet ,  si  on  suppose  constante  la  probabilité  de  la 
vérité  de  chaque  vote ,  que  pour  abréger  on  fasse 

m  r 

=  e,       — - =/, 


v  -f-  m  v  -f-  m 

et  qu'il  y  ait  p  votans,  on  aura 

1  J  1  .2  J 

p(p-i)(p-z).:..(p-<!+i)er-'f's 
1 .2.5. . . .q 

pour  la  probabilité  que  le  nombre  des  votes  conformes 
à  la  vérité,  ne  tombera  pas  au-dessous  de  p —  q  ;  si 
donc  on  exige  la  pluralité  r ,  pour  condamner  un  accusé, 
et  qu'il  soit  renvové  s'il  n'a  pas  cette  pluralité  contre 
lui,  l'expression  précédente  continuée  jusqu'à  ce  que 

<7—  (p  —  q)  =  r  —  2>   d'ou  9  =  ^; 2» 
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donnera  la  probabilité  que  la  vérité  n'aura  pas  contre 

elle  la  pluralité  ,  et  par  conséquent  que  l'accusé  ne  sera 

pas   condamné   injustement  ;   voilà  pour  la  première 

question. 

La  seconde  dépend  encore  de  l'expression  ci -dessus, 
mais  continuée  seulement  jusqu'à  ce  que 

p  —  q  —  q^r,       d  ou       q  =  — —  \ 

condition  d'après  laquelle  la  vérité  ayant  au  moins  la 
pluralité  exigée,  sera  nécessairement  adoptée ,  et  par 
conséquent  l'accusé  condamné  s'il  est  coupable. 

La  différence  de  ces  deux  probabilités  formée  de  la 
partie  du  développement  de  (e  +  f)py  commençant 

(r    >>   a       îiP  +  r)  —  1  Ai? *-r)+t     . 

au  terme  aliecte   de  e  j  }us- 

,   .  ,,    „  a       \(p-r)+x    A(p  +  r)  —  x 

qu  a   celui    qui    1  est  de   e  j  , 

renferme  tous  les  cas  où  la  vérité  ni  l'erreur  n'auront  la 
pluralité  exigée,  et  variera  avec  les  nombres  r  et  p  (*). 
C'est  à  diminuer  cette  différence  ,  en  conservant  d'ail- 
leurs la  plus  grande  valeur  possible  à  la  première 
probabilité  ,  que  doit  tendre  la  constitution  d'un  tribunal , 
considération  analogue  à  celle  du  n°  129.  Condorcet 
a  discuté  avec  soin  toutes  les  combinaisons  auxquelles 
elle  peut  conduire ,  en  supposant  que  le  nombre  de  vo- 
tans  soit  impair  ou  pair,  la  pluralité  constante  ou  pro- 
portionnelle au  nombre  des  votans,  ou  composée  d'une 


(*)  J'omets  ,  pour  abréger ,  la  discussion  des  formes  que  doivent 
avoir  Jes  nombres  r  ctp,  pour  que  les  exposansdes  lettres  eet  /"soient 
tirs  entiers  il  est  bien  facile  d'v  suppléer.  On  voit  aussi  quYnchan- 
it  e  en/",  et  réciproquement  dans  la  seconde  probabilité,  on 
1.  Pexprcssîon  de  la  probabilité  que  Terreur  obtiendra  la 
pluJaiitc  exigée,  et  qui  est  la  contraire  de  la  première  des  proL..- 
bilitô  indiquées  dans  le  texte. 
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partie  proportionnelle  à  ce  nombre  et  d'une  partie  cons- 
tante. Il  a  examiné  ensuite  les  relations  qu'ont  entr'  elles  les 
diverses  quantités  qui  entrent  dans  ces  calculs,  soit  comme 
données  ,  soit  comme  inconnues  ,  et  a  varié  les  questions 
avec  un  détail  où  nous  ne  saurions  entrer.  On  peut  sans 
doute  attaquer  ces  applications  du  calcul  des  probabi- 
lités avec  autant  de  raison  que  ce  qui  regarde  les  té- 
moignages ;  et  nous  avons  déjà  fait  connaître  les  prin- 
cipales objections  qui  se  présentent  sur  ce  sujet  ;  mais 
cependant,  si  les  hypothèses  auxquelles  il  a  fallu  recou- 
rir ,  ne  permettent  pas  d'accorder  beaucoup  de  confiance 
aux  résultats  obtenus  ,  la  connaissance  des  combinaisons 
qu'elles  développent  et  de  la  marche  des  valeurs  qui  en 
dérivent,  n'est  pas  non  plus  sans  quelque  utilité  pour 
diriger  la  réflexion  sur  ce  qui  peut  arriver  réellement , 
du  moins  quand  il  ne  s'opère  pas  des  changemens  brus- 
ques dans  la  probabilité  des  votes  ,  et  pour  classer  les 
faits  afin  d'en  déduire  des  conséquences  précises  et  appli- 
cables. 

146.  Les  élections  sont  aussi  des  Jtigerriètës  lorsqu'on 
les  envisage  sous  le  rapport  de  la  bonté  du  choix,  qui 
dépend  des  lumières  et  de  l'impartialité  des  électeurs  ;  et 
l'on  peut  demander  quelle  est  la  probabilité  qu'un  Can- 
didat admis  d'après  une  forme  donnée  de  scrutin  ,  a  une 
véritable  supériorité  sur  ses  concurrens.  Malheureuse- 
ment les  passions  ne  dérangent  pas  moins  ici  les  calculs 
que  dans  les  témoignages  et  les  dëcS&fângJ  En  vain 
Condorcet  et  plusieurs  autres  publicistes  ont- ils  cher- 
ché des  formes  qui  pussent  ôter  à  l'intrigue  son  in- 
fluence ;  ou  ces  formes  n'ont  pas  été  soumises  à  l'expé- 
rience, ou  elles  ont  été  trouvées  défectueuses.  Mars  en 
renonçant  à  ce  point  de  vue  du  problème ,  et  en  regar- 
dant seulement  une  élection,  ou,  ce  qui  est  la  même 
chose ,  une  décision  à  la  pluralité  des  voix  entre  plu- 
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lieun  propositions,  comme  un  moven  de  terminer  le» 
débats  en  adhérant  au  vœu  du  plus  grand  nombre ,  il 
reste  encore  beaucoup  de  difficulté  à  constater,  dans 
certains  cas  ,  quel  est  réellement  ce  vœu  (*_)  ? JL.' étendue 
à  laquelle  est  déjà  parvenu  cet  ouvrage,  me  permet  à 
peine  d'indiquer  sur  chacune  de  ces  divisions  du  sujet, 
quelques  principes  généraux. 

Lorsqu'il  n'y  a  que  deux  candidats  ,  la  majorité  des 
suffrages  en  faveur  de  l'un  d'eux,  se  manifestant  tout  de 
suite  ,  indique  sa  supériorité  si  les  électeurs  sont  éga- 
lement éclairés  ,  et  dans  tous  les  cas  prouve  qu'il  a  le 
vœu  du  plus  grand  nombre;  mais  il  n'en  est  plus  ainsi 
àès  qu'il  y  a  seulement  trois  candidats.  En  effet ,  quand 
un  électeur  vote  seulement  pour  le  candidat  qu'il  es- 
time le  phàs  ,  il  laisse  indécis  l'ordre  de  préférence  qu'il 
assignerait  aux  autres  s'il  était  obligé  de  choisir  entre 
eux;  mais  si  chaque  votant  écrivait  sur  son  bulletin  les 
trois  noms  des  candidats  rangés  dans  l'ordre  de  mérite  qu'il 
leur  aitribue,  ne  pourrait-il  pas  arriver  que  celui  qui  a  été 
le  premier  sur  la  majorité  des  bulletins  ,  mais  le  dernier 
sur  tout  le  reste  ,  eut  moins  de  mérite  que  celui  qui  a  été 
inscrit  le  second  par  tous  ceux  qui  ne  lui  ont  pas  donné 
le  premier  rang.  Il  est  aisé  d'apercevoir  que  cela  dépen- 
drait de  la  valeur  qu'on  attacherait  à  la  différence  de 
mérite  entre  les  rangs. 

Si ,  par  exemple ,  en  suivant  le  scrutin  proposé  par 
Borda  (**)  ,  on  donne  au  mérite  respectif  des  candidats 
des  valeurs  proportionnelles  au  rang  qu'on  leur  assigne  , 

(*)  Il  ne  paraît  pas  qu'on  ait  fait  cette  distinction  avant  M.  Daunon, 
dans  l'excellent  Mémoire  qu'il  a  lu  en  Tan  ix  'i8o3),  sur  ce  sujet  à  Ja 
Classe  des  Sciences  morales  et  politiques  de  l'Institut,  et  qui  n'ayant 
été  imprime    qifà  part,  est    assez   difficile  à  trouver. 

(**)  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences,  année  1781  , 
pag.  05;. 
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tm'on  écrive  en  conséquence  3  pour  le  premier  ,  2  pour 
le  second  et  1  pour  le  troisième,  qu'il  y  ait  3  candidats 
désignés  par  les  lettres  A ,  D ,  C ,  que  sur  ico  YOtana 
65  leur  assignent  l'ordre  ABC  et  35  l'ordre  BCA;  il 
eat  évident  que  la  majorité  des  suffrages  est  pour  A  , 
puisqu'il  a  été  regardé  comme  supérieur  à  tous  les  autres 
par  65  électeurs  :  cependant,  si  l'on  estime  le  mérite  re- 
latif des  candidats  par  la  somme  des  nombres  qu'ils  ob- 
tiennent sur  chaque  liste ,  on  ne  trouvera  pour  A  que 

65 . 3  -f-  35 . 1  =  23o , 

tandis  que  B  placé  le  premier  35  fois  seulement,  mais 
65  fois  le  second ,  aura 

65.2  -f-  35.3  ==  a35, 

et  sera  par  conséquent  élu  dans  cette  forme  de  scrutin. 

11  n'y  aurait  rien  à  dire  contre  cette  conclusion ,  si 
la  graduation  des  numéros  était  exacte,  et  qu'ils  eussent 
été  appliqués  de  bonne  foi  ;  mais  il  n'est  pas  difficile  de 
voir  qu'elle  est  peu  sûre  sous  le  premier  rapport ,  et  que 
sous  le  second  elle  se  prête  facilement  à  l'esprit  de  ca-<. 
baie.  Substituons  d'abord  aux  nombres  déterminés  3,  2  y 
1  les  lettres  p,  q  ,  r ,  et  nous  arriverons  par  le  même 
scrutin  à  l'élection  de  A }  si  nous  posons 

65p  -f-  35r  ^>  55p  -{-  65c/, 

ce  qui  peut  se  faire  d'une  infinité  de  manières.  En  lais- 
sant aux  lettres  q  et  r,  leurs  valeurs  primitives  2  et  1 ,  la 
condition  ci-dessus  devient 

65/?  -f-  35  >  oop  +  i3o    ou    3op  >  $5, 

et  montre  qu'il  suffit  de  faire  p  >  3  *  pour  que  la  somme 
des  numéros  obtenus  par  A ,  soit  la  plus  forte  :  or  peut- 
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on  balancer  le  mérite  des  candidats  avec  une  exactitude* 
aus>i  minutieuse  -,  et  d'ailleurs  les  votans  auront-ils  dans 
l'esprit  inie  mesure  commune  à  laquelle  se  rapportent 
exactement  les  unités  qu'ils  emploient?  Autrement  les 
plus  sévères  déprécieront  trop  les  candidats  ,  les  plus  in- 
dulgens  leur  assigneront  des  nombres  trop  forts. 

La  dépréciation  pourra  même  être  effectuée  de  mau- 
vaise foi,  dans  l'intention  d'écarter  le  concurrent  qu'on 
craint  le  plus.  En  effet,  dans  l'exemple  que  je  viens  de 
donner,  35  électeurs  sachant  que  les  meilleurs  candi- 
dats sont  A  et  B ,  et  voulant  exclure  A>  n'ont  qu'à  s'en- 
tendre pour  le  placer  au  dernier  rang,  ils  rendront  inutile 
le  vœu  d'une  majorité  très-prononcée  en  sa  faveur.  Iï 
n'est  pas  douteux  que  dès  qu'une  pareille  circonstance 
est  remarquée  ,  les  passions  ne  la  mettent  bientôt  à  pro- 
fit ;  et  qu'on  ne  crove  pas  qu'elle  ne  puisse  avoir  lieu  que 
dans  quelques  cas  :  elle  est  au  contraire  très-étendue; 
car  si  l'on  désigne  par  m-\-  n  le  nombre  des  électeurs, 
qu'il  y  ait  m  bulletins  dans  la  forme  ABC,  et  n  dan» 
la  forme  BCA ,  A  ne  pourra  être  élu  qu'autant  que 

3m  -f-  n  ^>  2,m  -f-  3/i ,     ou     m^>  2n  ; 

il  lui  faudra  donc  plus  des  §  des  suffrages  individuels. 
Les  inconvéniens  de  ce  scrutin  deviennent  encore  plus 
graves  si  le  nombre  des  candidats  est  plus  considérable. 
147.  Lorsqu'on  a  reconnu  la  très-grande  difficulté  , 
pour  ne  pas  dire  l'impossibilité  d'obtenir  par  les  appré- 
ciations de  chaque  électeur,  une  évaluation  exacte  du 
mérite  respectif  des  candidats  ,  il  faut  en  revenir  à 
prendre  pour  cette  mesure  ,  le  vœu  bien  exprimé  de  la 
majorité;  et  le  moyen  qui  se  présente  pour  connaître 
ce  vœu ,  est  de  consulter  chaque  électeur  sur  ces  candi- 
dats comparés  deux  à  deux.  C'est  à  quoi  peuvent  servir 
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Jes  numéros  affectés  à  chaque  candidat,  pourvu  qu'on 
ne  leur  assigne  d'autre  fonction  que  d'exprimer  le  rang 
dans  lequel  ils  sont  placés  par  les  électeurs. 

En  établissant  un  certain  ordre  ABC ,  par  exemple, 
le  votant  affirme  les  propositions  suivantes , 

A  vaut  mieux  que  B  ),,,.,.     y  .  ^ 

n  .  -,  >  d  ou  il  suit  A  vaut  mieux  que  C  , 

h  vaut  mieux  que  C  J  * 

ce  que  pour  abréger  nous  exprimerons  par 

A>B,     B>C\     d'où    A>C. 

Cela  posé,  trois  candidats  pouvant  être  rangés  2  à  2 
de  six  manières  différentes,  il  faudra,  en  décomposant 
les  scrutins  comme  ci -dessus,  chercher  quels  sont  les 
arrangemens  qui  ont  obtenu  le  plus  grand  nombre  de 
voix  et  en  déterminer  les  conséquences  sur  l'ordre  à 
établir  entre  les  3  candidats. 

Supposons  que  60  électeurs  se  soient  partagés  sur 
l'ordre  des  candidats  ,  comme  il  suit  : 

2.5  pour  ACB ,     19  pour  BCA  3 
16  pour  CBA,      2  pour  CAB  ; 

formant  d'abord  la  comparaison  de  A  avec  B ,  on  trou- 
vera que  la  proposition  A^>B  est  établie  par  23-}-2=25 
suffrages,  et  sa  contradictoire  B^>A ,  par  19  +  16= 35. 

La  proposition  A^>  C  par  23  et  sa  contradictoire 
C>  A  ,  par  1 9  -f  1 6  -f-  2  =  5j ; 

La  proposition  B  >-  C  par  19  et  sa  contradictoire 
C>£,pars3-f- 16  +  2  =  41.  * 

Parmi  toutes  ces  propositions  les  trois  qui  ont  obtenu 
le  plus  de  suffrages,  sont  donc  C^> B  donnée  par  41  > 
C  >  A  par  37 ,  B^>  A  par  35. 
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Ce  système  de  propositions  qui  ne  renferme  aucune 
contradiction,  établissant  l'ordre  CBA  ,  donne  la  supé- 
riorité absolue  au  candidat  C ,  qui  n'aurait  eu  que  18 
voix  sur  60  ,  si  l'on  n'avait  écrit  qu'un  seul  nom  sur 
chaque  bulletin,  tandis  que  A  en  aurait  eu  23  et B  19  ; 
et  si,  conformément  à  l'usage  établi  quand  l'élection  doit 
être  faite  à  la  majorité  absolue,  on  eût  obligé  les  élec- 
teurs dans  un  nouveau  scrutin  (le  bal/otage),  à  ne  voter 
que  sur  les  deux  candidats  qui  avaient  obtenu  le  plus 
de  voix ,  C  aurait  été  exclu .  Il  est  visible  que  ce  dernier 
défaut  cfu  scrutin  ordinaire  croit  avec  le  nombre  des 
votans  et  des  candidats  ;  et  qu'un  petit  nombre  d'élec- 
teurs qui  s'entendent  peuvent  forcer  la  majorité  ,  dont 
les  voix  se  sont  dispersées  sur  un  grand  nombre  de  can- 
didats ,  à  choisir  entre  deux  qu'elle  repousserait  si  elle 
en  avait  la  liberté. 

148.  Dans  l'exemple  précédent  les  trois  propositions 
qui  ont  obtenu  le  plus  de  voix  sont ,  comme  nous  l'avons 
remarqué,  compatibles  entr'elles,  et  toutes  nécessaires 
si  l'on  veut  établir  un  ordre  définitif  entre  les  candidats  ; 
car  les  deux  premières  laissent  indéterminée  la  subor- 
dination qui  doit  exister  entre  A  et  B  ;  mais  cela  n'arrive 
pas  toujours.  Si,  le  nombre  des  électeurs  restant  le  même, 
leurs  voix  étaient  divisées  de  cette  manière, 

i2pour-^Z?C,     9  pour  ACB  y     2,0  pour  B  C  A , 
i  o  pour  CAB  ,     9  pour  CBA , 

on  trouverait ,  en  opérant  comme  ci-dessus  , 

A  ]>  B  par  3i  suffrages  et  B  >  A  par  29, 
A  >  C  par  21  et  C>i  par  09 , 

B  >  C  par  32  et  C>5   par  28  ; 

rapprochant  alors  les  propositions  qui   ont  obtenu  le 
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plus  de  voix,  on  tomberait  sur  le  système 

C>  A  donnée  par  09  ,  B^>C  par  3a  etA^>B  par  01  , 

dont  les  deux  premières  conduisent  nécessairement  à 
■B  >  A  ,  résultat  contraire  à  la  3-. 

Pour  échapper  à  cette  contradiction  ,  Condorcet ,  qui 
a  discuté  avec  beaucoup  de  soin  et  à  plusieurs  reprises , 
la  théorie  des  élections  ,  propose  de  ne  composer  le  ré- 
sultat final  qu'avec  deux  propositions ,  lorsqu'elles  ont 
une  conséquence  nécessaire  ,  et  de  chercher  ensuite 
parmi  les  trois  systèmes  qu'on  peut  faire  en  combinant 
deux  à  deux  les  trois  propositions  indiquées  ci-dessus  , 
celui  qui  a  obtenu  le  plus  de  suffrages  ,  en  réunissant 
les  votes  qui  ont  été  donnés  à  chacune  des  propositions 
dont  il  est  composé.  Or  on  trouve  ainsi 

71  suffrages  pour  C>A,  B"^>  C  y  d'où  l'ordre  BCA } 
70  C>A,  A>B,  CAB, 

63  B>Cy  A>B,  ABC: 

c'est  donc  le  premier  système  qui  est  voté  le  plus  for- 
tement ,  et  auquel  il  faut  s'arrêter  si  toutefois  on  est  forcé 
de  consommer  l'élection  (*).  Cette  dernière  restriction 
a  paru  très-nécessaire  à  M.  Daunou  qui  présente  contre 
cette  manière  de  combiner  les  propositions,  des  diffi- 
cultés très-fondées  ,  et  qui  pense  que  dans  ce  cas  douteux 
où  il  ne  saurait  v  avoir  de  majorité  bien  prouvée,  le 
seul  parti  à  prendre  ,  si  l'on  ne  pouvait  remettre  l'élec- 
tion ,  serait  de  choisir  le  candidat  qui  a  la  pluralité  re- 
lative (**). 


(*)  Essai   sur  la    Probabilité   des  Décisions  ,  Discours  pré- 
liminaire, pag.  Ixvij. 

(**)  Mémoire  sur  les  Elections,  pag.  63. 
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.  Les  propositions  comparées  dans  les  numéro* 
précédons  par  rapport  aux  nombres  de  suffrages  qu'elle! 
ont  obtenus,  pourraient  l'être  par  rapport  à  leurs  pro- 
babilités lorsque  celles  de  la  vérité  et  de  l'erreur  de  cha- 
que ?ot«  sont  connues.  Par  exemple,  un  scrutin  de 
rai  lesquels  18  sont  pour  A  ^>  B  et  A>  C, 
1 5  pour  B  >  A  et  C  >  A  ,  32  pour  B  >  C  et  1  pour 
C^>B ,  conduirait  à  l'élection  de  y/ par  les  propositions 
A^>  B  et  A^>  C ,  dont  le  système  a  une  probabilité 


r7 


mais  la  très-grande  pluralité  qu'a  obtenue  la  proposition 
lï^>C,  donne,  dans  le  cas  où  v  surpasserait  peu  m, 
plus  de  probabilité  au  système  B  >  Cet  B^>A,  quoique 
la  seconde  proposition  n'ait  eu  que  la  minorité  des  suf- 
frages. 

En  efTet  la  probabilité  de  ce  dernier  système  étant 


si  l'on  fait,  pour  abréger,  7n  =  ui>,  qu'on  réduise  au 
même  dénominateur,  les  probabilités  du  premier  et  du 
second  système ,  on  trouve  pour  les  numérateurs , 

i-f-«?l       et       *3(i+^), 

expressions  qui  deviennent  i,o38  et  1,260  lorsque 
*z=  0,9  ',  u  ainsi,  dit  Condorcet,  le  système  pour  lequel 
v  on  conclut  la  pluralité  ,  n'est  pas  nécessairement  celui 
»  qui  a  la  plus  grande  probabilité  (*)  v;  mais  cependant 


(*)  Esiai  sur  la  Probabilité  des  Décisions,  pag.   ia3. 
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T)n  ne  doit  pas  adopter  ce  dernier  dans  tous  les  cas ,  parce 
que  souvent  l'une  des  deux  propositions  n'ayant  qu'une 
probabilité  fort  petite,  impliquerait  contradiction  avec 
d'autres  qui  en  ont  une  plu*  grande. 

Si  l'on  joint  à  cette  difficulté,  celle  de  constater  la 
probabilité  de  chaque  vote  ;  on  sera  bien  fondé  à  s'en 
tenir  dans  les  élections,  à  la  recherche  du  vœu  de  la 
majorité,  ce  qui,  comme  on  vient  de  le  voir,  n'est  pas 
toujours  une  chose  aussi  simple  qu'on  pourrait  le  penser. 
En  réduisant  le  nombre  des  votans  on  facilite  beaucoup 
la  formation  des  votes  et  leur  dépouillement.  Cette  raison, 
jointe  à  d'autres  que  ce  n'est  pas  ici  le  lieu  d'exposer,  a 
conduit  à  établir  plusieurs  degrés  d'élection  pour  arriver 
à  un  choix  définitif,  c'est-à-dire,  à  faire  nommer  d'abord 
des  électeurs,  qui  doivent  à  leur  tour  en  choisir  d'autres  , 
et  ainsi  de  suite;  mais  par  ce  mode,  l'influence  de  la 
volonté  générale  diminue  à  chaque  nouveau  degré  qu'on 
ajoute  à  l'élection,  et  le  choix  de  l'assemblée  la  plus 
élevée  est  souvent  très-différent  de  celui  qu'aurait  in- 
diqué cette  volonté  ,  si  on  l'avait  immédiatement  con- 
sultée :  un  calcul  fort  simple  rend  très-frappante  la  vérité 
de  cette  assertion  (*). 

i5o.  Pour  achever  de  parcourir  les  principales  appli- 
cations du  calcul  des  probabilités ,  il  me  resterait  à  parler 
de  la  manière  de  prendre  le  milieu  entre  plusieurs  ré- 
sultats ou  observations,  en  a}_ant  égard  aux  diverses  pro- 
babilités des  erreurs,  ou  de  déterminer  les  corrections 
les  plus  avantageuses  que  des  valeurs  déjà  très-appro- 
chées ,  doivent  subir  pour  satisfaire  le  mieux  possible  à 
un  grand  nombre  d'observations.  Cette  recherche  com- 


(*)  Voyez  les  Remarques  deM.  Geigonnc  ,  Annales  de  Mathé- 
matique* t  tome  VI ,  p'B-  »- 
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mencée  par  Lagrange,  éclaircie  par  Eulerf*),  a  été 
poussée  très-loin  par  M.  Laplace;  mais  comme  elle  se 
rapporte  principalement  à  l'Astronomie ,  elle  sort  des 
limites  que  j'ai  du  me  prescrire.  Je  me  bornerai  seulement 
à  dire  que  la  rt^le  la  meilleure,  celle  de  rendre  un  mi- 
nimum la  somme  des  quarrés  des  erreurs,  où  elk-s 
entrent  dans  leur  entier  quel  que  soit  leur  signe ,  a  été  éta- 
blie par  M.  Legendre,  d'une  manière  très-simple  (**)  ; 
quant  à  l'évaluation  de  Ja  probabilité  du  résultat  auqu  1 
elle  conduit,  on  la  trouve  dans  la  Théorie  analytique 
des  Probabilités. 

De  l'évaluation  morale  des  Probabilités. 

i5i.  Lorsque  le  calcul  des  probabilités  est  appliqué 
à  des  sujets  qui  intéressent  notre  fortune  ou  notre  vie  , 
des  nombres  abstraits  paraissent  peu  propres  à  nous  faire 
connaître  l'importance  que  nous  devons  attacher  à  ses 
résultats.  Mais  si  l'objet  de  ce  calcul  est  de  ramener  , 
autant  que  faire  se  peut ,  nos  impressions  à  une  mesure 
exacte ,  il  doit  nous  offrir  aussi  le  moyen  de  trouver 
une  impression  équivalente  à  une  mesure  donnée.  En 
effet,  placés  au  milieu  d'une  foule  de  dangers  que  nous 
sommes  obligés  de  braver  soit  pour  notre  intérêt  ou 
pour  notre  plaisir,  et  sur  lesquels  l'habitude  et  l'opinion 
générale  paraissent  assez  constantes,  les  probabilités  de 
ces  dangers  peuvent  servir  de  termes  de  comparaison 
avec  ceux  qui  ont  été  calculés  et  non  encore  éprouvés. 

(*)   Mélanges  de  la  Société  de    Turin,  t.    v,   p.    167,   Nova 
Acla  Acad.  Pelrnpolilanœ ,  t.  III,  p.  sSg. 

{**)  Voyez  Nouvelles   Méthodes  pour  la  détermination   des 
orbites  des  Comètes  ,  pag.   72.   Depuis  la  publication  de  ce  M»-'- 
■a  «re,  on  a  appris  que  M.  Gauss ,  de  son  côte,  était  parvenu 
-.4«  règle. 
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Pour  un  intérêt  assez  modique ,  un  homme  prudent 
entreprend  une  traversée  plus  ou  moins  longue,  sur 
mer,  un  passage  difficile,  par  exemple  celui  du  pont 
S'-Esprit  lorsqu'on  descend  le  Pihône  en  bateau,  et  une 
foule  d'autres  actions  assujéties  à  des  risques  divers.  Si 
donc  on  avait  des  relevés  exacts  qui  rissent  connaître 
la  proportion  des  accidens  aux  succès,  on  en  dédui- 
rait une  échelle  de  probabilités  ,  dont  la  valeur  moral© 
serait  mesurée  par  l'importance  attachée  aux  résolution» 
qu'exigent  les  entreprises  dont  il  s'agit.  On  pourrait  aussi 
comprendre  dans  cette  classe  les  risques  pécuniaires , 
auxquels  se  soumettent,  dans  l'espoir  d'un  gain  plus 
ou  moins  considérable ,  des  hommes  connus  pour  leur 
expérience  et  leur  sagesse  dans  la  conduite  de  leurs 
affaires;  mais  ces  données  manquant,  on  a  taché  d'y 
suppléer  par  les  Tables  de  mortalité  (*). 

Bufifon  s'en  est  servi  pour  déterminer  une  limite  au- 
dessous  de  laquelle  toute  probabilité  devait  être  re- 
gardée comme  nulle  (76)  ;  il  fixa  cette  limite  à  7^5—  , 
parce  qu'aucun  homme  dans  son  bon  sens  ,  n'est  frappé 
de  la  crainte  de  mourir  dans  le  jour,  et  que  sur  îocco 
personnes  il  en  meurt  une  dans  cet  intervalle.  Daniel 
Bernoulli  observa  d'abord  que  pour  former  cette  valeur 
avec  exactitude  ,  il  fallait  n'y  pas  comprendre  les  in- 
dividus qui  avaient  une  maladie  ou  des  motifs  connus 
de  craindre  une  mort  prochaine  ;  et  Condorcet  pensait 
qu'un  risque  nécessaire  et  habituel  ne  pouvait  pas  servir 
de  terme  de  comparaison  lorsqu'il  s'agit  d'une  détermi- 
nation volontaire  ;  que  d'ailleurs  on  ne  pouvait  pas  se 
borner  à  ce  seul  terme,  et  qu'il  en  fallait  au  contraire 
un  très-grand  n'ombre ,  afin  qu'il  y  en  eût  pour  les  di- 

(*)  Essai  sur  la  probabilité  des  décisions  ,  pag.  225,   et  Dû- 
cours  préliminaire,  pag.  cvij. 
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1  erses  spéculations  qu'on  pouvait  se  proposer.  Cette  der- 
nière objection  me  parait  au  fond  la  plus  solide;  car  si 
nous  nous  habituons  pour  nous-mêmes  au  danger  de 
mourir  dans  un  intervalle  de  tems  très-court,  nous  l'ap- 
précions mieux  à  l'égard  des  autres  ;  et  nous  faisons 
reposer  des  intérêts  plus  ou  moins  grands  sur  l'existence 
des  personnes,  d'après  leur  âge  et  l'état  de  leur  sauté. 

En  calculant  donc  le  risque  de  mourir  pour  des  per- 
sonnes bien  portantes,  pendant  un  an ,  un  mois,  une 
semaine  ,  un  jour  ,  une  heure  même,  à  différens  âges  , 
on  formera  sans  peine  l'échelle  dont  nous  avons  parlé. 

La  Table  dressée  par  Deparcieux  sur  des  individus 
choisis  (102),  donne  à  l'âge  de  20  ans  la  probabilité 

- — ;  ou  environ de  mourir  dans  l'année  . 

814  100 
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8i4-i2       1221 
8  1 


dans  le  mois, 
dans  la  semaine, 


8i4-5a  "~  5291 

8  .1  ,       ,    . 

— --  ou  environ  t — =-  dans  le  iour, 

814. ob5  37i33  } 

8  1 


8i4.365.24        891500 


dans  une  heure. 


Ces  probabilités  varient  avec  l'âge,  mais  par  des  dif- 
férences qui  sont  d'autant  moindres  ,  que  l'intervalle  de 
tems  est  plus  court.  Prenant  dans  la  même  Table  les 
probabilités  analogues  pour  l'âge  de  5o  ans ,  on  trouve 

P7T-  dans  1  an,  ■rB — =—  dans  une  semaine,    etc. 
5oi  5oi .02 

vSi  l'on  retranche  de  cette  probabilité  celle  qui  cor- 
respond à  l'âge  de  20  ans,  la  différence  sera  la  mesurt 
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de  l'augmentation  que  l'âge  apporte  au  risque  de 
mourir  pendant  la  semaine  ,  augmentation  dont  l'impor- 
tance morale  est  fort  petite  ;  car  un  homme  de  5o  ans  qui 
jouit  d'une  bonne  santé,  n'appréhende  guère  plus  de 
mourir  dans  un  intervalle  très  court,  qu'un  jeune  homme 
de  20  ans.  Ce  genre  de  probabilités  était  celui  que  Con- 
dorcet  proposait  de  préférence,  comme  pouvant  servir 
de  terme  de  comparaison.  Au  reste  ce  ne  sont  encore 
là  que  des  vues  qu'il  ne  faut  pas  trop  restreindre;  car 
il  est  évident  que  le  sujet  ne  saurait  admettre  des  nuances 
bien  délicates ,  et  que  le  but  est  rempli  quand  on  a  offert 
à  l'imagination  un  rapprochement  qu'elle  peut  saisir. 

Résumé  général. 

i52.  Dans  les  Notions  préliminaires  formant  le  pre- 
mier paragraphe  de  ce  Traité ,  j'ai  tâché  de  faire  sortir 
celle  de  la  probabilité ,  des  habitudes  mêmes  de  notre 
entendement ,  et  de  montrer  que ,  reposant  par  sa  nature 
sur  une  énumération  ,  elle  pouvait  être  susceptible  de 
se  prêter  au  calcul,  au  moins  dans  un  grand  nombre  de 
cas.  A£rès  avoir  parcouru  les  plus  importans ,  il  me 
paraît  utile  de  résumer  les  circonstances  remarquables 
qu'ils  nous  ont  offertes ,  comme  devant  compléter  le 
Tableau  de  la  science  déjà  ébauché  en  parlant  de  son 
origine. 

Déterminer  le  rapport  du  nombre  des  chances  qui 
«mènent  un  événement,  au  nombre  total  àes  chances 
qui  peuvent  arriver,  en  descendant  jusqu'à  celles  qui 
sont  également  possibles  :  tel  est  le  problème  à  résoudre 
quand  les  événemens  sont  produits  par  des  combinaisons 
dont  les  élémens  sont  donnés  et  dont  le  mode  est  connu, 
ce  qui  est  le  cas  des  jeux;  et  l'on  sent  qu'alrrs  le  calcul 
doit  souvent  rectifier  les  simples  aperçus  du  bon  sens, 
qui  ne  peut  pas   suivre    le   détail    des    combinaisons 
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lorsqu'elles  se  multiplient  et  se  compliquent  au-delà 
d  un  certain  terme.  Aussi  avons-nous  donné  plusieurs 
exemples  d'erreurs  remarquables  (19  ,  23  ,  43). 

Le  pencha,  t  qui  nous  fait  attendre  avec  plus  de  con- 
fiance l'arrivée  de  l'événement  par  rapport  auquel  nou* 
pouvons  repéter  plus  souvent  le  jugement  de  possibilité 
que  le  jugement  contraire  (5),  ne  serait,  dans  le  cas  qui 
nous  occupe ,  qu'une  illusion  ,  si  la  théorie  mathéma- 
tique des  combinaisons  ne  montrait  pas  que  le  nombre 
de  celles  qui  sont  favorables  à  ce  penchant,  augmente 
à  mesure  qu'on  embrasse  un  plus  grand  nombre  d'é- 
preuves (28)  ,  et  qu'elles  conduisent  à  des  probabilités 
dont  la  grandeur  frappe  également  tous  les  esprits  ; 
ensorte  que  le  tems  donnerait  aux  plus  grossiers  la 
preuve  de  ce  qui  ne  peut  d'abord  être  saisi  que  par  une 
sagacité  fre^-exercée  :  et  de  là  se  déduit  le  petit  nombre 
de  propositions  suffisantes  pour  fonder  les  motifs  qui 
nous  font  croire  à  la  probabilité  (36,  37)  (*). 

Cette  même  propriété  de  la  répétition  des  épreuves 
conduit  à  l'évaluation  pécuniaire  des  événemens  aléa- 
toires ,  et  mettant  en  évidence  les  suites  que  doit  avoir 
nécessairement  à  la  longue  la  plus  petite  inégalité  dans 
le  ;ort  des  joueurs ,  dès  qu'elle  est  constante  (64) ,  montre 
combien  il  est  imprudent  de  se  livrer  au  jeu  quand  on 
y  a  du  désavantage ,  et  même  de  risquer  des  sommes 
un  peu  considérables ,  quand  le  jeu  est  égal,  parce  que 
la  perte  de  ces  sommes  ôtant  le  moyen  d'atteindre  à 
une  longue  suite  d'événemens,  trouble  nécessairement 
cette  égalité. 

1 55.  Ce  n'est  pas  pour  les  seuls  événemens  que  nous 


Le  fond  de  ces  diverses  propositions  est  renferme  dans  ce 
jugement  de  Gibbon.  «  Les  lois  de  la  probabilité  si  vraies  en  gé- 
>'  neral ,  si  tromjeuses  en  particulier,  n  (  Mémoires  de  Gibbon, 
1   1  f,    p    aCii — 2G2  de  la  traduction  françaue.,/ 
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pouvons  voir  sortir  des  combinaisons  qui  les  produisent 
que  la  probabilité  acquiert  du  crédit  sur  notre  esprit  ; 
elle  opère  de  même  à  l'égard  de  la  répétition  des  faits 
dont  l'origine  nous  est  totalement  inconnue.  En  assi- 
milant la  production  de  ces  faits  au  jet  d'un  dé,  au 
tirage  de  numéros  pris  au  hasard  dans  une  urne  ,  on 
doit   en  efFet  conclure  du  théorème  de   Jacques   Ber- 
noulli  (00)  que ,   si  des  observations  multipliées  mani- 
festent,  dans  la  succession  des  divers  événemens ,  des 
rapports  renfermés  entre  des  limites  peu  di -tantes  ,  ces 
rapports  indiquent  à  peu  près  les  probabilités  simples 
d'après  lesquelles  on  peut  conjecturer  lur  l'avenir.  Le 
sentiment  de  la  constance  des  lois  de  la  nature  ,  inspiré 
de  bonne  heure ,  par  l'immense  répétition  des  mêmes 
successions  dans  le  plus  grand  nombre  des  faits  qui  se 
passent  sous  nos  yeux  ,  avait  conduit  à  cet  aperçu  ; 
mais  il  n'était  pas  inutile,   ce  me  semble,  de  le  voir 
sortir  aussi  du  développement  des  combinaisons  mathé- 
matiques ,  et,  ce  qui  est  encore  plus  remarquable  ,  de 
l'obtenir  comme  le  terme  moyen  du  nombre  infini  d'hv- 
pothèses  qu'on  peut  faire  sur  la  possibilité  des  événe- 
mens dont  les  causes  sont  tout-à-fait  ignorées  (81 ,  87). 
C'est  sous  cette  dernière  forme  qu'il  est  bien  circonscrit, 
qu'on  reconnaît  les  bornes  où  il  faut  le  renfermer  ,  et 
comment  l'assurance  diminue  à  mesure  que  l'étendue 
de  l'avenir  augmente  par  rapport  à  celle  du  passé  (85, . 
La  fréquente  succession  des  mêmes  faits ,  qui  mène 
à  l'idée  d'une  liaison  nécessaire  entr'eux,  étant  soumise 
au  calcul,  donne  une  mesure  de  la  probabilité  de  cette 
liaison  ,  et  montre  jusqu'à  quel  point  on  peut  y  compter , 
quand  même  on  n'aurait  pas  d'autres  motifs  de  l'éta- 
blir (98 ,  99).  Cette  théorie  mérite  quelqu'attention  puis- 
qu'elle offre  un  moyen  très-spécieux  de  réfuter  les  excès 
du  scepticisme ,  sans  recourir  à  ces  principes  posés  à 
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priori,  et  tout  au  moins  au>si  douteux  et  aussi  obscur» 
que  ce  qu'on  prouve  par  leur  secours. 

164.  La  détermination  des  probabilités,  par  le  nombre 
et  le  mode  des  combinaisons,  le  même  problème,  lors- 
qu'on n'a  pour  données  que  l'observation  des  événemens 
basses,  enfin  la  détermination  de  la  probabilité  de  l'exis- 
tence des  causes  ,  ou ,  pour  parler  plus  exactement , 
des  tendances  naturelles  à  la  production  des  événemeng 
qui  sont  plus  répétés  que  d'autres  ,  sont  donc  des  ques- 
tions dont  la  solution  n'est  pas  seulement  curieuse  comme 
pouvant  exiger  beaucoup  de  science  de  calcul ,  mais 
encore  comme  donnant  des  fondemens  plus  solides  aux 
principes  généraux  de  l'art  de  conjecturer  (*). 

1 55.  Pour  appliquer  cet  art,  il  faut  des  données;  et 
suivant  leur  nature  elles  seront  susceptibles  ou  non  de 
se  prêter  au  calcul.  Celles  de  la  première  espèce  ne 
manquent  point  dans  les  jeux  où  elles  se  tirent  des  conven- 
tions établies  et  de  la  forme  des  instrumens  aléatoires. 
Dans  les  autres  applications  ,  ce  sont  des  faits  qui  n'ont 
encore  été  recueillis  que  d'une  manière  très-incomplète, 
et  pour  certaines  classes  seulement.  La  principale,  celle 
des  faits  concernant  la  durée  de  la  vie  humaine,  a  fourni 
d'utiles  spéculations,  et  d'autant  plus  sures  qu'elles  ont 


(*)  La  dernière  de  ces  questions,  considérée  en  général,  a  bien  l'im- 
portance qu'on  lui  attrihue  ici,  mais  non  pas  dans  toutes  ses  ap- 
plications. La  connaissance  de  la  valeur  précise  de  la  probabilité'  que 
des  effets  sont  dus  à  une  cause  plutôt  qu'au  basard  ,  n'apprenant 
rien  sur  la  nature  de  cette  cause,  paraît  bien  loin  de  répondre  par 
son  utilité  à  l'appareil  de  calcul  qu'exige  très-souvent  sa  détermina- 
tion. Quand  la  répétition  des  faits  ,  ou  leur  constance  est  suffisam- 
ment constatée  par  les  moyens  les  plus  simples  ,  on  essaye  de  les 
lier  par  des  hypothèses  ;  et  l'histoire  des  sciences  prouve  qu'on  marche 
à  cet  épurd  du  simple  au  composé ,  en  suivant  l'ordre  des  apparences 
qu'on  prend  d'abord  ce  qu'on  voit  pour  ce  qui  est,  et  qu'on  rapport» 
les  forme*  et  les  effets  à  ceux  qui  semblent  les  plus  répétés. 
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été  appuyées  sur  des  élémens  plutôt  observés  que  con- 
clus ;  car,  ainsi  qu'on  l'a  vu  plusieurs  fois  dans  le  cours 
de  cet  ouvrage,  c'est  par  les  hvpothèses  imagi-.ées  pour 
suppléer  aux  observations  immédiates,  que  l'erreur  s'in- 
troduit dans  le  calcul.  Les  questions  qui  s'y  montrent 
le  plus  rebelles  sont ,  sans  contredit ,  celles  qui  tiennent 
à  la  volonté  des  hommes  -,  mais  cependant  nos  actions 
ont  des  conséquences  aussi  nécessaires  que  celles  de 
toutes  les  autres  forces  de  la  nature  ,  et  laissent  des 
traces  qui  scrupuleusement  examinées ,  discutées  et 
énumérées,  fournissent  g  posteriori  une  mesure  de  la  va- 
leur de  ces  actions.  Si  par  rapport  aux  témoignages  > 
aux  jugemens,  les  passions  se  jouent  du  calcul  ,  leurs 
effets  bien  observés  en  préciseraient  toute  l'influence 
beaucoup  mieux  que  les  déclamations  auxquelles  on 
peut  aisément  avec  de  bonnes  intentions  et  peu  de 
lumières ,  se  livrer  sur  un  sujet  tant  rebattu. 

Ainsi  ne  nous  lassons  pas  de  répéter,  avec  tous  ceux 
qui  désirent  sincèrement  les  progrès  de  la  civilisation , 
qu'il  en  faut  toujours  revenir  aux  faits  ;  que  tout,  à  la 
longue  ,  peut  se  compter  ,  se  mesurer,  et  par  conséquent 
être  soustrait ,  au  moins  en  grande  partie  ;  à  l'empire 
de  l'imagination  \  mais  disons  aussi  qu'on  ne  saurait  at- 
teindre ce  point  si  désirable  ,  qu'en  mettant  la  plus  grande 
rigueur  et  le  plus  grand  détail  dans  la  classification  des 
faits  ,  afin  d'éviter  ces  associations  irréfléchies  et  in- 
exactes qui  chargent  les  meilleurs  principes  ,  de  con- 
séquences odieuses  tout-à-fait  étrangères  à  ces  principes, 
comme  on  pourrait  le  prouver,  non-seulement  par  des 
discussions  raisonnées  ,  mais  en  montrant  par  les  faits 
que  les  mêmes  conséquences  ont  pu  être  tout  aussi  lé-* 
gitimement  attribuées  aux  principes  les  plus  opposés. 

Enfin,  quand  les  faits  manquent  ou  ne  sont  pas  con- 
cluans ,  la  discussion  qu'il  faut  substituer  aux  mouvement 
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dun  enthousiasme  souvent  factice,  par  lesquels  on  a, 
«garé  les  hommes  dans  tous  les  sens  ,  cette  discussion , 
dis-je  ,  doit  prendre  des  formes  assez  analogues  à  celles 
du  calcul.  Balancer  des  avantages  et  des  inconvéniens, 
séparer  des  exceptions  ,  fixer  des  limites,  n'est-ce  pas  en 
efVet  une  sorte  de  manière  de  compter  ?  et  quand  l'af- 
firruatif  et  le  négatif  se  montrent  au  même  degré  > 
peut-on  faire  autrement  que  de  rester  dans  le  doute  jusqu'à 
ce  que  de  nouveaux  faits  l'aient  dissipé? 
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NOTE  PREMIÈRE. 

Sur  le  n°  25,  pag.  3c). 

i°.  La  formule  de  Stirling  donne  immédiatement  la 
«omnie  des  logarithmes  des  termes  d'une  progression  par 
différences.  En  prenant  la  suite  des  nombres  naturels 
depuis  1  jusqu'au  nombre  quelconque  x ,  on  a 

li  +12+13 +  1*  = 

-12ît  +  (>r  +  -  )\x  —  x  -J ■   +  etc. 

2  '   \         2/  i2.r        36oxJ   ' 

w  désignant  le  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre (*).  Les  logarithmes  indiqués  étant  pris  dans  le 
système  népérien ,  il  faudra ,  si  l'on  veut  employer 
les  logarithmes  ordinaires  ,  multiplier  par  le  module 
0,4342945  y  les  termes  où  il  n'entre  pas  de  logarithmes. 
En  passant  aux  nombres  et  désignant  par  e  le  nombre 
2,7 1 828 1 8  dont  le  logarithme  népérien  est  l'unité,  il  vient 

,11  1 

x  +  - 3^ — -  ■+■  etc. 

1.2.3.  ...xz=  y27r. — 


X 

e 


e 


produit  dans  lequel  le  dernier  facteur  approche  d'autant 
plus  de  l'unité  que  le  nombre  x  est  plus  considérable. 

20.  Cela  posé,  on  obtient,  pour  le  produit 

p(p-1)(,-2)...(P-g+1)=^i^r^ 

(*)  Voyez  le  3e  volume  de  mon  Traité  du  Calcul  différentiel 
et  du  Calcul  intégral  in- 4°,  ou  la  fin  du  Traité  élémentaire  sut  le 
même  sujet. 
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presuon 


i  t 

P-h  -  p  —  n  — -—etc. 


P  P  —  9  -f- etc. 

P+l 

a  l  —  etc. 


p 


—  .  c12  ^p    p—qs 


7 


q  p—q+- 

e  (p  —  q) 

et  si  on  la  divise  par  celle  du  produit  1.2.  "5...q}  on 
trouvera  que 

p(p—  1) (p  —  <7  -f-  0  _ 

1 .2.3. . . .</ 

X 

P  +  -  1  /i i_        i"\ 

? .e12^     P~ ?     1s 

1  1  ' 

, —      q  +  -  p  —  n-T— 

V**.q      a(p-<?) 

3*.  Si  l'on  fait  p  =  zq ,  et  qu'on  divise  ce  dernier 
résultat  par  22?  afin  d'obtenir  le  rapport  du  développe- 
ment de  (1  -f-  1)2*  avec  le  terme  moyen,  on  trouvera 

1 
37  -f-  - 

M)       '     x 


. —        27  +  1 

2^Y27r  .  q 


jia   V27        7/  juo  VS71         7    /  ^j 


I  T 

etc. 


— s-     e      ^       ^2<75 

lin  posant  2q  =  100,   on  en  déduira  le  nombre.... 
0,0756892,  rapporté  sur  la  page  4°- 

1 
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A  mesure  que  (/augmente,  l'expression  ci-dessus  s'ap- 
proche de 

_l /  V  /  2 

quantité  qui  devient  de  plus  en  plus  petite. 

4°.  Si  l'on  fait  pr=rm  -f-  rn ,  qz=  rn  ,  pour  obtenir 
le  plus  grand  terme  du  développement  de  (m-f-")r 
(27) ,  on  trouvera  d'abord  que  le  coefficient  égale 


irm+r/i 


rm  -f-  rn  -f-  - 
2 


(rm  -J-  rn) 


rn  H —  rm 


\Zi-K.{rn)         *0m) 

—  (  — — •  -  J  —  etc. 

5,12/'  \m-r-n       m       n/  


(m  _L_  7^  3  (    ; )  —  et€. 

. rm    rn  ^ 

y  27crmn  .  m     n 

puis  multipliant  la  dernière  de  ces  valeurs  par , 

mrm  nrn 


(m-i-ny,n 


,  il  viendra 


/m  +  n  >cI^Gd^-^-;Q-ctc- 
V   2,7rrmn  ' 


pour  le  rapport  du  développement  de  (m  -f-w)rm  +  rft 
avec  son  plus  grand  terme. 

5°.  Le  rapport  de  deux  termes  quelconques  du  déve- 
loppement de  (m  -f"  nY>  affectés  de  m?_?  n*  et  m?~i'rf'y 
en  négligeant  pour  abréger ,  les  séries  exponentielles 
qu'il  est  bien  facile  de  restituer }  a  pour  expression 


aS8 


f  +  Z 
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q  -+--  p  —  q'  +  \   q—n' 

_'  1  r  'v  ° 

9  (P— </) 


n 


7+' 

__<7 


p  —  ^  -f-  - 


q-~q 


m 


(p  —  q)  a    » 


7+- 


(/>-*) 


/>  — 7+- 


7-7' 


m 


6'.  Soit  p  =  rm  -f-  rn ,  q  —  rn,   q'  =  rn  —  r;   l'ex- 
pression précédente  deviendra 


i  i 

rm  -f-  m  -f.  i  rrc  —  r  H —  rm  +  r  +  - 


r 


i  i 

rm+  rrc  -»-  i     rn  —  r  •+■  -     rm  -f-  r  H — 
r  n  2m  a 


rn  —  r  -f-  - 


pr4    x-:-) 


a 


résultat  remarquable  par  sa  forme  ,  et  dont  la  valeur 
numérique  est  susceptible  de  croître  indéfiniment  en 
même  tems  que  le  nombre  r,  ce  qui  prouve  la  proposi- 
tion du  n°  3i. 

Pour  s'en  convaincre,  il  suffit  d'observer  que 


rn  —  r  r(n — i)  sn —  i\ 

(*-=-)      -("-=9      =.*"-"<-); 

rm-h  r  r(m  -4-  i)  .  .Ym  +  iN 

(•i±i\      Bp+iy     «/«^v*-), 

1(:i:^I)=10~9=~n~i_3^-etc-' 

\     m    y         \  mj       m       2m2    *    om3 
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«e  qui  donne 

m  —  r  rm-+-r 

C-f)    (rf)     = 

(  —  -f- s-î H  ~  -f-  etc.  ) 


r 
e 


car  la  série  qui  multiplie  r  dans  la  dernière  expression 
étant  convergente  et  toujours  positive  ,  il  s'ensuit  que  la 
valeur  de  cette  expression  croit  toujours  avec  le  uombre 
r,  et  que  par  conséquent  il  en  est  de  même  de 

rn  —  r-f--  rm  +  r  +  - 

1 

rn  —  r  .         rm-j-  r 

(n  —  1      m-f-iy/n. — i\  /m  _|_  !\ 

n  m     /    \     n     /  \     m     / 


Si  l'on  posait  qr  =  rn  -f-  r ,  ce  qui  donnerait  p  —  qz=. 
rm —  r,  ce  changement  ne  ferait  que  mettre  dans  le 
rapport  obtenu  ci-dessus ,  m  à  la  place  de  n,  et  récipro- 
quement. 

j°.  Si  dans  l'expression  du  coefficient  du  terme  gé- 
néral du  développement  de  (m-f- ra)p  (p.  266),  on  fait 
prxrm  +  m,    q  =rn  —  q',    d'où  p  —  q  =  rm -j- q' ,  et 

mrm-*-i'nrn—tif 

qu'on  la  multiplie  par  7 — ; — — — -  ,  elle  deviendra 
^  r  (m-f-ny  ^ 


1 

r^i  -f-  rn  -h  - 

(rm  -\-  rn)  2 


rn  —  q'-h- 


i  /*      1  1  1     *\  ,    •  / 

_( ;  )  —  etc.  rm-^-q     rn  —  q 

\i\rm+rn       rm+q        rn  —  q  y  m  n 


X 


rm  -f-  rn 
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et  nous  allons  la  simplifier  en  supposant  q'  très-pelît 
par  rapport  aux  nombres  rm  et  rn.  Le  premier  facteur 
se  met  aisément  sous  la  forme 


rm  -f-  rn-) — 


O  +  n) 

\     1  I  x 

rn  — q   H rm  -f-  q    -f-   - 


\/ 2.Ï7T .n  x  m  3 

1 

;    i  ;    i  9 

rn  —  q  -j —  rm  -f-  q   -f-  - 

HO      ■(•+Ô      " 

effectuant  la  multiplication  par  le  3e  facteur  et  rédui- 
sant ,  on  obtient 

'm  -f- rc 


Vs: 


i-xrmn. 


1  /  ,   l 

rm-j-q  -f-  - 


Observant  ensuite  que 

\         rm/ 

puis  développant  les  exposans  de    e,   et   faisant  leur 
somme,  on  trouve,  après  les  réductions, 

_^+X  +  il+£l  +  etc.;  k 

zm       irm         irn        2,rm 

et  si  Ton  suppose  le  nombre  q  assez  petit  par  rapport 
aux  nombre»  rm  et  rn  ,  pour  que  son  quarré  seul  puisse 


m  -f-«    . 

9 

"xrmn 
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«entrer  en  comparaison  avec  leurs  premières  puissance*, 
on  réduira  cette  expression   aux  termes 

t-  + 1-  ■ 

2777,  27771  ' 

d'où  il  résultera    enfin 

\  /m  +  n         2/-   \Jk  +  n) -  /m-f-Ti 

V  tàirrmn  '  V    serran 

expression  qui  donnera  une  valeur  approchée  du  rapport 
entre  le  terme  affecté  de  mTm^r nrn~i' ,  et  la  puissance 
(771  -f-  n)Tm+T* ,  si  l'on  néglige  la  série  exponentielle  qui 
compose  le  second  facteur  de  l'expression  proposée,  et 
qu'on  regarde  q'%  comme  comparable  seulement  aux 
premières  puissances  des  nombres  rm  et  rn  (*). 

Si  l'on  compare  cette  expression  à  celle  du  rapport 
entre  le  développement  de  (m-\-ri)rm'JrTn  et  son  plus 
grand  terme  (p.  267) ,  on  verra  que 

m  -f-  n 


irmn 


9 


est  une  expression  approchée  du  quotient  de  ce  plus  grand 
terme  divisé  par  celui  qui  est  affecté  de  mrm~*~')']irn~ 1'  ; 
et  si  l'on  y  fait  771=  18,  71=17,  rm  -f-  m  =  1 4000 , 
d'où  r  —  ^oo,  q' '=  i63,  elle  donne  44>7  valeur  qui 
ne  diffère  pas  sensiblement  de  celle  qu'a  trouvée 
Nicolas  Bernoulli  dans  l'endroit  cité  sur  la  page  169, 
et  d'où  il  conclut  que  la  somme  des  i63  termes  qui 
précèdent  le  plus  considérable  du  développement  de 
(77i-f-rc)li00°  et  des  1 63  qui  le  suivent,  est  au  reste  de 
ce  développement,  dans  un  rapport  plus  grand  que 
celui  de  43,58  à  1. 

(*)  Elle  devient  celle  qu'on  trouve  p.  -2'H  de  lu  Théorie  analy- 
tique des  Probabilités  ,  lorsqu'on  y  change  rm-\-rn  en  n,  rm  eu 
x,  rn  en  x'  et  q'  en  /. 
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On  peut  parvenir  à  ce  résultat  au  moyen  des  re- 
marques  faites  dans  le  n°  3a  -,  car  si  on  conçoit  que 
les  groupes  de  termes  formés  à  partir  de  M ,  de 
L>,  etc.  soient  composés  chacun  d'un  nombre  q  de 
termes,  et  qu'on  les  représente  par  g,  g',  g",  etc., 
on  aura 

M    ^  fi"     S      ^  K 

Si  donc  on  fait  —  =  h ,  il  viendra 


«'<îf«'<f  ou   <f'^<f  ou<|'elc- 

et  par  conséquent 

g'+g'+f+etc.  <(£  +  |  +  |  +  etc.)<  jJ-  , 

et  cela,  en  quelque  nombre  que  soient  les  groupes;  donc 
enfin  le  groupe  g  sera  à  la  somme  de  tous  les  autres , 
dans  un  rapport  plus  grand  que  k  —  1  :  1 . 

8D.  On  peut  encore  obtenir  plus  directement  la  va- 
leur approchée  du  rapport  entre  le  groupe  de  termes 
désigné  par  g,  et  la  totalité  du  développement  de 
{m  -f-  n)p,  en  cherchant  la  somme  des  valeurs  que  prend 
l'expression 

/         i ' <7  ' 

V'  tu  -f-  n  aim/i    ' 

27rrmn 

depuis  qf  =  o ,  jusqu'au  nombre  assigné  pour  sa  plus 
grande  valeur  ,  au  moyen  de  la  série  sommatoire  donnée 
par  Euler  dans  son  Calcul  différentiel ,  et  qu'on  trouve 
aussi  aux  endroits  cités  en  note  au  bas  de  la  page  265. 
Cette  formule  qui  est 

n  r    j  i      1  i        1      dlX     , 

6a  r=  Juqx  -4 —  u  -4 -r [-  etc.  , 

2  12  dx 
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qu'on  y  fait  x=  q',  u—be  ,  donne 

Sbe""<"  =  bfe-a""dq'+  ï  be—*'—  -i  èao'e-"'" 

-\-  etc. 

Mais  on  peut  se  borner  aux  deux  premiers  termes  quand 
ba  est  fort  petit,  ainsi  que  cela  a  lieu  pour  l'exemple 
proposé  ,  puisque 


m-\-n 
zrnui 


V       '27T7  mil  V      7C 


En  posant  alors  q'  [/a  =  t ,  on  obtient  l'expression 


1       /•-/'-!,    .     î      /a     —t* 

/  rc  U    V     7T 


V 

qu'il  faut  prendre  depuis  t  =  o  jusqu'à  la  plus  grande 
valeur  de  t,  et  doubler,  si  l'on  veut  réunir  le  groupe  qui 
précède  le  plus  grand  terme,  à  celui  qui  le  suit;  puis  on 
y  ajoutera  ce  terme.  Dans  la  Note  III,  je  reviendrai 
sur  l'intégrale  indiquée. 

On  peut  tirer  de  ces  formules  une  démonstration  de 
la  proposition  du  n°  3o  ;  mais  celle  de  Jacques  Bernoulli 
parait  préférable,  non-seulement  parce  qu'elle  est  élé- 
mentaire ,  mais  encore  parce  qu'on  y  voit  mieux  la 
marche  de  l'approximation  que  dans  les  calculs  ci-dessus 
fondés  sur  des  séries  qui  ne  sont  point  convergentes  dans 
toute  leur  étendue,  et  où  l'on  néglige  beaucoup  de  quan^ 
tités  ,  dont  il  ne  semble  pas  facile  d'apprécier  exactement 
l'influence  sur  le  résultat. 

En  terminant  cette  note  ,  je  dois  dire  que  la  somma- 
tion de  la  partie  moyenne  des  termes  des  puissances 
élevées  du  binôme  ,  a  été  ramenée  à  des  intégrales  dé- 
finies }  par  M.  Laplace ,  dans  les  Mémoires  de  l'académie 

18 


?74  TRAITÉ    ÉLÉMENTAIRE 

des  Sciences ,  ann.    1781!  ,  p.  60,  et  par  M.  LegencVe  , 
dans    Ii  rcices  de   Calcul   intégral,   \e    partie, 

p.  2û3. 

SW  2e  /20  85,  page  i44« 

(m   n) 

i°.  Si  l'on  applique  à  l'expression  de  St  ''  (  80) 
la  formule  de  Stirling(  p.  265),  on  trouvera  ,  en  faisant 
abstraction  des  séries  exponentielles  , 

n  (n  —  1  )  ....  1 


(m  -f-  1  )  (m  -f-  a) . . . .  (m  -f-  /i  -j-  1  ) 


I  T 

m  -f-  -     /z  H —  m  -f-  n  -f»  i 

m  *  n        2  e 


VI  IL  3 

e    -e  (m  +  n-f-i) 


e  y  0.7:111  n . 


ni      n 
m     n 


m-^-n  -f-  - 
(m  +  Jl+1) 


On  peut  simplifier  la  dernière  de  ces  expressions  en 
observant  que  sip  est  un  très-^rand  nombre  par  rapport 
aux  nombres  k  et  /,  on  a  sensiblement 

puisque 

(-r=o+?)'o^)'= 

.        //.      /(/-i)A>      /(/— i)(/-a)*»  t        \ 

(  x  -1 :  H 5 1+  etc.  ) 

\       1  p         1 .2    pA  1 .2.3        /?j  / 

et  que ,  si  on  pas=e  aux  limites  des  différens  termes  de 


DES   PROBABILITÉS.  $y5 

ces  séries,  en  supposant  p  infini ,  la  première  devient 

i+-H 5  +  etc.  =  e\ 

1  1 .2  1 .£.3 

et  la  seconde  se  réduit  à  son  premier  terme  î. 
Par  ce  moyen,  la  quantité 

3 

m  -f-  n  ■+•  - 

.  (rc*-f"  71  -f-  î)  3  — 

3  w+«+- 


\         m  -f-  /i/ 


m  -f»  /z  -f-  _ 


(m  n) 


se  change  en  (m  -f-  n)  *  e  ;  la  valeur  de  Sx  ' 

-devient  donc 


11x111  RTt    /  Simm- 


comme  on  le  voit  dans  les   Exercices  de  Calcul  inté- 
gral,  par  M.  Legendre   (IIP part. ,  p.  54$)  \  et  il  ob- 
serve avec  raison  ,    que  l'approximation  exige  que  les 
nombres  m  et  n  soient  tous  deux  très-grands. 
2°.  On  trouve  de  même  que 

o,  — 

(n+q)  (n-r-q—x) i 

O-f-p— ç-f-OO-f-p—  q+z) (jn+n+p+i)  " 

m -h  p  —  q -i-  -  n  +  q-f-~ 

ya» .  (m+p-^ '(»+?) :  x 

• T  m-j~  p  —  q       n-\-q 

e  .  e 

m  -f-  n  -f-  p  -f-  i 

e 


3 

0  +  7*+p+l)  a 


18.- 
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et  comme  on  suppose  que  lea  nombres  m  et  n  sont  t; 
grands ,  par  rapport  aux  nombres  p  et  q,  on  peut  réduire 

tn-hp  —  7-f - 

(ro  +  />  —  7)  »  = 


m-f  p  — 7  -f.» 


m 


!0+^ 


m  -h  p  —  7  +  - 
2 


m-fp— 7  +  -   p—  g 


a  m 
alors 


e         ,  et  ainsi  des   autres  :  il  vient 


V 


27T- 


m+p—q-h-     rt-f-f/H — 
a  a 

m  n 


5  » 


m  +  n-hp  +  - 


(m  -f-  n) 

(m    n) 

valeur  qui ,  divisée  par  celle  de  Sx  '      obtenue  précé- 
demment, donne  pour  quotient 

777  *~*  n* 
(ni  -+-  n)P' 

C'est  à  peu  près  airisi  que  M.  Laplace  a  démontra 
dans  le  tome  VI  des  Mémoires  dis  Savans  Etrangers 
(  p.  6a5)  ,  la  proposition  énoncée  à  la  fin  du  n°  85. 
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NOTE  II. 

Sur   le  n°  <fi ,   page  65. 

Le  calcul  aux  différences  (finies)  auquel  se  lie  assez 
naturellement  la  théorie  des  combinaisons  ,  facilite  très- 
souvent  la  mise  en  équation  des  problèmes  relatifs  aux 
probabilités.  Déjà  Moivre  en  cherchant  la  loi  que  suivent 
les  valeurs  successives  des  fonctions  qui  résolvent  ces 
problèmes,  avait  introduit  la  considération  des  séries 
récurrentes;  mais  l'algorithme  du  calcul  aux  différences 
n'étant  pas  encore  complet  et  l'intégration  des  équations 
de  ce  genre  n'avant  été  effectuée  d'une  manière  bien  ex- 
plicite que  par  Lagrange  en  1709  (*),  Moivre  ne  pouvait 
pas  remonter  immédiatement  à  l'expression  finie  des 
fonctions  à  déterminer.  C'est  M.  Laplace  qui  a  fait  le 
premier,  en  1773  ,  l'application  explicite  du  calcul  aux 
différences  à  celui  des  probabilités  ;  et  Lagrange  qui,  dès 
1709,  avait  indiqué  cette  application,  l'ayant  reprise 
en  1770  ,  a  résolu  par-  le  même  moyen  les  plus  im- 
portantes et  les  plus  difficiles  des  questions  que  Moivre 
avait  traitées  dans  la  Doctrine  des  Chances  (**).  Je  ne 
puis  donner  ici  qu'une  idée  de  cette  méthode,  et  je  l'ap- 
pliquerai d'abord  à  la  question  du  n°  cité. 

Désignons  par  Im  le  nombre  des  combinaisons  im- 
paires dont  m.  pièces  sont  susceptibles  ,  par  Pm  celui  des 
combinaisons  paires ,  et  cherchons  ce  que  deviennent  ces 
fonctions  de  m ,  quand  cette  variable  augmente  de  l'u- 


(*)  Miscellanea  T'iurinensia  ,   tom.  1  ,   pag.  33. 
(**)  Mémoire  des  Savons  Etrangers ,  tom.  vu,   1773,  p.  1 1 3A 
Mémoires  de  V Académie  de  Berlin  ,  aunée  1770  ,  pag.  2io. 
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nité.  Il  i  >lc  que  si  on  introduit  la  nouvelle  pièce 

dans  les  combinaisons  paires,  elle  les  rendra  impaires,, 
etqut'  déplus ,  pri.se  seule  ,  elle  en  formera  une  de  cette 
espèce  ,  ce  qui  donnera  par  conséquent  Pm-\-  1  ,  com- 
binaisons impaires  outre  les  Jm  du  cas  précédent.  Quant 
aux  combinaisons  impaires,  l'addition  de  la  nouvelle  pièc-.- 
les  rendra  paires ,  et  le  nombre  des  combinaisons  de  cette 
espèce  qui  était  Pm  sera  augmenté  de  /„,  ;  mais  /„,+,  et 
Pm+\  étant  les  nouvelles  valeurs  des  fonctions  /„,  et  Pn> 
il  en  résultera  les  équations 

-*  m-t-i  'm    i~  *   m  "T~  *  >  *   m-+-i  ■*   m  "T~  ■*  ni» 

En  vertu  de  la  seconde,  la  première  devient 

Jm_f-i  ■*   m-f-i  "T"    *  y 

et ,  si  on  diminue  m  de  l'unité,  donne 

an  moyen  de  quoi  chassant  Pm-\-  î  ,  dc\a  première  équa- 
tion, on  obtient 

équation  du  premier  degré  et  du  premier  ordre  à  coef- 
ficiens  constans ,  et  à  laquelle  on  satisfait  en  posant 
Jm-=A*.m.  Le  coefficient  A  reste  arbitraire,  et  l'on  trom  e 
«  =  2,  d'où  I,{=  2mA;  mais  comme  Im  doit  se  réduire 
a  î  ,  quand  m  =  i  ,  il  faut  que  A  =  \  :  on  a  donc 
/m=2m—1,  et  par  conséquent  Pm  =  7m — i  ==  2m_1  —  i . 
On  conclut  de  là  les  probabilités 


,m — 1 


P;n  2m-,—  I 


comme  dans  le  n°  4^  •  mais  de  plus  cette  analyse  fait 
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bien  voir  comment  il  arrive  que  le  nombre  des  com- 
binaisons impaires  doit  surpasser  de  l'unité  celui  des 
combinaisons  paires,  ce  qui  n'avait  pas  été  aperçu  par 
Mairan  qui  s'occupa  le  premier  de  ce  problème  (*). 

2°.  La  question  précédente  ne  dépendait  que  d'une 
équation  aux  différences  à  deux  variables  ;  mais  on  est 
conduit  fréquemment  à  des  équations  aux  différences 
partielles  :  la  détermination  de  la  probabilité  d'amener 
au  moins  un  nombre  donné  de  fois ,  dans  un  nombre 
donné  d'épreuves ,  un  événement  désigné ,  en  offre  un 
exemple.  C'est  le  premierproblème  résolu  par  Lagrange, 
c'ans  le  Mémoire  cité  ;  et  voici  comment  il  le  met  en  équa- 
tion. A  l'exemple  de  Montmort ,  il  prend  pour  inconnue 
le  sort  du  joueur,  c'e^t-à-dire  son  espérance  mathéma- 
tique; mais  il  suppose  égale  à  l'unité  la  somme  espérée, 
ce  qui  réduit  le  sort  du  joueur  à  la  probabilité  de  gagner. 
D'après  cette  définition  il  s'appuie  sur  le  principe,  que 
le  sort  d'un  joueur ,  à  un  coup  quelconque ,  se  compose 
de  la  réunion  des  divers  résultats  que  pzut  amener  ce 
coup  ,  multipliés  par  la  probabilité  de  les  obtenir.  S'agit- 
il  ,  par  exemple  ,  d'amener  au  moins  une  fois  le  point  6 
en  deux  jets  d'un  dé  ordinaire  ;  le  sort  du  joueur  avant 
de  jouer  se  compose  de  la  probabilité  |  de  gagner  au 
premier  coup  la  somme  1 ,  et  de  la  probabilité  |  de 
ne  pas  gagner  à  ce  coup  ,  mais  d'avoir  la  probabilité  ^ 
de  gagner  1  au  second  coup  \  ce  qui  fait  en  tout 

1  5     i  il 

g.  î    ,  g  .  g  .  i  _  gg, 

comme  on  le  trouverait  par  la  formule  (  p  -f~  r  )  (2^)- 


(*]  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences,  année  1728,  p.  53 
de  1* Histoire. 
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Cela  posé  ,  en  représentant  par  vJ>t  le  .sort  du  joueur 
lorsqu'il  ne  lui  reste  plus  qu'un  nombre  jr  d'épreuves  à 
tenter ,  et  qu'il  manque  encore  un  nombre  /  de  répétir 

tion>  de  l'événement  désigné  dont  la  probabilité  est  e , 
on  formera  l'équation 

Vx,  i  =5  eyx_,  ;  ,_,  +  (1  —  c)yx_1>t> 

-.,f_,  indiquant  le  sort  du  joueur  au  coup  suivant, 
lorsqu'il  a  amené  l'événement  demandé,  etyx_i)t  lors- 
qu'il ne  l'a  pas  amené. 

Pour  l'intégration  de  cette  équation  aux  différences 
partielles  à  trois  variables,  je  renverrai  au  Mémoire  de 
Lagrange  ,  ou  au  3e  volume  de  mon  Traité  du  Calcul 
différentiel  et  du  Calcul  intégral  (  irï-4°)  ,  et  je  me 
bornerai  à  rapporter  la  valeur  de  ya;f  qui  s'en  déduit, 
savoir 


+ 


t(;-f-0...[/-r-Cr—  t—  0] 


o-o*-}. 


î .  a .  3,  . .  Çx  —  /) 

Lorsque  x  =  p  ,  t=  r,  î  —  e=f,  il  en  résulte 

>•  0  +  0 


.» 


ir  =  eJ1  +  !:/  +  L^±0p  +  etc.} 

I  1  J  \  .2       ~  j 


pour  la  probabilité  d'amener,  dans  un  nombre  p  d'é- 
preuves ,  au  moins  r  fois  l'événement  désigné. 

Par  la  formule  du  n°  22,  en  faisant  p  —  q  =  r,  et 
mettant  er  en  facteur  commun,  on  trouverait 

er  |eP-r-f-  -  eP-r-,/+  P  (/?  ""  ])  e^-a/2  +  etc.|; 
puis  substituant  les  puissances  de  1  —  y  à  celles  de  c 
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qui  sont  entre  les  accolades,  on  retomberait  sur  la  ior- 
mule  précédente,  que  Moivre  avait  trouvée  par  induc- 
tion (*). 

Sur  le  n°  54 ,  page  83. 

Voici  le  développement  de  la  solution  que  M.  Laplace 
donne  de  la  même  question  ,  dans  sa  Théorie  analytique 
des  Probabilités,  page  191.  En  conservant  les  dénomi- 
nations que  j'ai  employées  dans  le  n°  cité,  il  peut  sô 
présenter  à  un  tirage  l'un  quelconque  des 

m  (m  —  1  )  ...  (m  —  1 -{-  1  ) 


1  .2 


arrangemens  des  m  numéros  en  nombre  i  ;  la  liste  de 
72  tirages  sera  donc  formée  d'un  nombre  n  de  ces  arran- 
gemens, pris  sur  un  nombre  total 

(m  (m  —  1) (m  —  i  -f-  1)]* 


1 .2 


■ 


et  comprendra  en  tout  in  numéros.  Soit  maintenant 
zm>  q  le  nombre  de  ces  mêmes  arrangemens ,  dans  les- 
quels il  ne  manque  aucun  des  numéros  1  ,  2,  3, .  .  .qy 
zm>  9_i  le  nombre  des  arraugemens,  où  il  ne  manque  au- 
cun des  numéros  1,2,  3,...  q — 1  ;  ce  dernier  surpassera 
évidemment  le  premier  ,  puisqu'outre  les  arrangemens 
qui  comprennent  les  nOÏ  1  ,  2  ,  o  , .  .  .  q  —  1  ,  combinés 
avec  le  nombre  q ,  il  renferme  aussi  ceux  où  ce  numéro 
manque,  et  qui  ne  sauraient  faire  partie  de  zm>l}. 
Mais  les  arrangemens  où  le  n3  q  manque  pouvant  ré- 
sulter d'une  loterie  composée  seulement  de  m —  1  nu- 
méros, leur    nombre  est  représenté  par  zm_iW_,  ',  on 


(*)  Doctrine  of  chances ,    pag.  i3. 
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aura  donc  l'équation 

la  difï\  r  nce  A  éiant  prise  par  rapport  à  m  seulement. 
Au  lieu  d'  cette  équation!  ou  peut  s'en  ser- 

pour  dériver  ~m>  1  lps  valeurs 

&■»,  1  ,   -m,  3  >  etc.  ;  car  elle  donne 


—   ~'.7l,    1    -"""   ~'r~  —  1,  1 ^-m  —  1,  1   > 

_  _  „  A  -  A  3  r 

^m,  3  'm,  a  *jh — 1,  a  "*m_  1 ,  a  *-*  ^m — a,  1  > 

zm,  4  =  2'm,  3  -^n:— 1,  3  ===  AZ,n_,)  3  =■  Ùk'Zm_3>  ,  , 


d'où  Von   conclut  aisément 

Or,  2m<  , ,  ou  le  nombre  des  arrangemens  dans  lesquels 
ne  manque  point  le  nombre  i  ,  étant  égal  au  nombre 
total  des  arrangemens  que  comporte  la  loterie  propo- 
,  diminué  du  nombre  total  de  ceux  qui  résulteraient 
loterie  composée  seulement  des  m — i  numéros 
autres  que  i  ,  sera  ,  d'après  ce  qu'on  a  dit  au  com- 
mencement de  cet  article, 

f     (m — l)...(m — 1+0)"     fQ—  00— s)...  (m— /)i" 

l  1 .2.3. . ./  /         1  1.2.3. . .1  J 

A .  {  (ni  —  1  )(m  —  2)  .  ■  .  (m  —  î)  Y  m 
~~  (1.2.3..  ./)"  ' 

changeant  donc  m  en  771  —  q  -f-  1  dans  cette  expression, 
pour  la  substituer  dans  celle  de  z„1)9,  trouvée  plu* 
haut ,    on  aura 

_A'  .{(m  —  g)  (m —  g  —  i)...(m  —  i  —  o4-  1))" 
Zm><—  ~       (1.2.3.../)" 
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en  n'oubliant  pas  que  la  différence  indiquée  ne  se 
rapporte  qu'à  m. 

On  peut  poser .  pour  abréger,  m  —  q  =  s  ,  ce  qui 
donnera 

~m'*~~  (1.2.0. ...0" 

différencier  par  rapport  à  s ,  et  faire  ensuite  $  =  0* 
si  l'on  veut  prendre  q  —  m,  afin  d'avoir  le  nombre 
d'arrangemens  ou  cfe  listes  d'après  lesquels  tous  les 
numéros  sont  sortis  :  alors  la  probabilité  demandée  sera 
exprimée  par 


Z  m 


•m,<f 


m  (m  —  1  )  .  .  .  (  m  —  '-f-i  ) 


r 


(.  1  .2.0.  .  •  .1 

{m  (/7i  — i). .  .(/?i —  i  -f-  \)}n  " 
Sur  le  n°  5g ,  page  98. 

Ce  problème  de  la  durée  des  parties  jouées  en  ra- 
battant peut,  dans  son  état  le  plus  général,  s'énoncer 
ainsi  :  deux  joueurs  3  ayant  chacun  un  certain  nombre 
de  jetons  ,  jouent  ensemble  à  cette  condition ,  que  celui 
qui  perdra  une  partie  donnera  un  jeton  à  l'autre  ;  on 
demande  combien  il  y  a  à  parier  que  le  jeu  ,  qui  peut 
durer  à  l  infini,  sera  fini  en   un  certain  nombre   de 
parties  au  plus ,  ensorte  que  l'un  des  deux  joueurs  aura 
gagné  tous  les  jetons  de  F autre  (p.  269  du  Mémoire 
de  Lagrange)  ?  Yoici  comment  il  se  met  en  équation. 
Si  on  désigne  par  x  le  nombre  des  coups   qui  restent 
à  jouer,  par  £  le  nombre  de  jetons  que  possède  alors  l'un 
ces  joueurs,  on  aura,  d'après  le  principe  rappelé  au  corn- 
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mencemont  de  cette  note  (p.  279) ,  yx> ,  étant  le  sort 
de  ce  joueur,  et  e  la  probabilité  de  gagner  la  partie, 

v   ,,  — 0'-_',h-i  +  (l  —»«)>-,,  *-i> 

la  même  équation  que  celle  du  problème  VI  de 
;  range  (p.  261  de  son  Mémoire)  ,  où  il  ne  considère 
qu'un  seul  joueur  pariant  d'amener  un  événement  dé- 
signé, b  fois  de  plus  que  l'événement  contraire,  ou 
c  fois  de  moins.  Suivant  l'énoncé  rapporté  plus  haut , 
b  représente  le  nombre  de  jetons  du  second  joueur,  c 
celui  des  jetons  du  premier;  et  le  jeu  fi. lit  lorsque  x  étant 
•  _  J  à  zéro  ,  t  ~  c  -f-  b  ,  ce  qui  fait  gagner  le  premier 
joueur,  ou  lorsque  t  =  o,  ce  qui  fait  gagner  le  second. 
Si  les  deux  joueurs  avaient  chacun  le  même  nombre 
de  jetons  et  que  e  fût  égal  à  ^  ,  le  problème  deviendrait 
alors  le  même  que  celui  dont  j'ai  indiqué  les  cas  les  plu* 
simples,  à  l'article  cité. 
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NOTE  III. 

Sur  le  ji°  70,  page  11 4- 
En  désignant  par  dx  l'accroissement  du  capital ,  on 

hç\jr 

a  sur-le-champ pour  la  mesure  de  l'importance  de 

cet  accroissement;  en  intégrant,  il  vient  k\x-]-const. ,  et 
si  l'on  détermine  la  constante  pour  que  ce  résultat 
s'évanouisse  lorsque  x  =  a  ,  on  obtiendra 

k(\x  —  \a)=zk\-. 
a 

Sur  le  n°  82,  page  iZj. 

i°.  Si  l'on  représente  par  dx  les  parties  dans  lesquelles 
on  conçoit  que  l'unité  est  divisée  ,  la  somme  que  l'on 
cherche  sera  exprimée  par 

fxmdx  (1  —  x)n. 

L'intégration  par  parties  appliquée  au  facteur  xnàx  f 
donne  d'abord 

a;m-n(l  _xy>        -^-fx^dxCi—xY-1; 

en  répétant  cette  opération  un  nombre  n  de  fois ,  on 
fait  disparaître  le  facteur  1  —  x}  et  on  obtient  la  for- 
mule de  la  page  139. 
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La  formule  désignée  par 

dans  le  texte,  équivaut  à  l'intégrale 

faPàx  (i  —  xy 

prise  depuis  xr=.a  jusqu'à  xr=.b\  et  la   probabilité 
d'obtenir,  sur  un  nombre  p  d'épreuves  nouvelles,  p —  ^ 
inemens  A  et  q  événemens  B  (85) ,  sera 

p(p—i)...(p-.<y+i)       /j"+P--(l.r(i  —  j)^ 
1.2.3 q  jxmdx(i—x)n         * 

les  intégrales  étant  prises  depuis  x  =  o  jusqu'à  i  =  i. 
2°.  La  considération  des  valeurs  moyennes  (87)  con- 
duit   très  -  simplement  aux   intégrales;    car   dx    étant 
l'accroissement  des  valeurs   de  x,  le  nombre  de   ces 

valeurs    comprises  dans  l'unité ,     sera    -7— ,  et  la  va- 
1  dx 

leur  moyenne  résultante  de  toutes  celles  que  prend  dans 

cet  intervalle  ,  la  fonction  xm(i —  x)n,  sera  égale  à  la 

somme  des  valeurs  successives  de  cette  fonction,  divisée 

par  -t—  .  c  est-a-dire  a 
*         QX 

fxm(i  —  x)n        „     -     , 

J- S: J-  =fxmàx  (1  —xY. 

1 

dx 

Sur  ce  pied  la  probabilité  d'un  nouvel  événement  A , 
et  celle  d'un  nouvel  événement  B,  deviennent 

/xm+'dx(i  —  x)n  /xmdx(i  —  x)"4-1  > 

/x,ndx(i  —  x)a    ■  fxmdx  (1  —  x)m    ' 
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et  l'on  voit  que  leur  somme  est  égale  à  l'unité, puis- 
que toutes  ces  intégrales  sont  prises  entre  les  mêmes 
limites  ,  x  •=.  o  et  x  =  1 . 

Nous  ferons  observer  ici  en  passant,  qu'en   général 

/Vdr 

l'intégrale  étant  prise  depuis  x=za  jusqu'à  xz=b  , 
exprime  la  valeur  moyenne  entre  toutes  celles  que 
l'ordonnée  y  d'une  courbe  peut  recevoir  depuis  l'abs- 
cisse a  jusqu'à  l'abscisse  b. 

Sur  le  n°  0,3,  page  1 58. 

i°.  Suivant  la  notation  du  calcul  intégral ,  la  proba- 
bilité indiquée  dans  cet  article  a  pour  expression  la  valeur 
de  l'intégrale  fxmdx(i — x)n}  prise  entre  les  limites 
x  =  a,  x  —  b,  divisée  par  sa  valeur  prise  entre  les 
limites  x-=o  et  a?=='i;  cette  dernière  avant  déjà 
été  trouvée  ci-dessus  (p.  27$  ) ,  je  vais  chercher  la 
première,  pour  laquelle 

a— c,    b— ■ r-c, 

771  -f-  n  m  ~p  n 

et  faire  en  conséquence 

m  v,    ,      ,  n 

X—  : r-2-j       ÛOU       1  X  = 


771  -|-   H  T[l  -J-   71 

ce  qui  donnera 

/x"d*(  1  -  xy  =/dz(™  +  zJÇ  -zj, 

si,  pour  abréger  on  pose   m-{~n=:r',   et  les   limites 
de  z  seront  —  c  et  -f-  c. 
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On  peut  d'abord  penser  à  développer  cette  trans- 
formée, suivant  les  puissances  dec,  en  l'écrivant  ainsi: 

mais  en  la  convertissant  en  exponentielle  ,  on  parvient 
à  un  résultat  plus  simple.  Pour  cela,  on  observe  que 


( 


rz\  m         ralf  H — -  I 
m/ 


et  développant  le  logarithme  indiqué ,  on  trouve 


( 


r3\ «         ra h  -. etc. 

i  +  -]   =e  2,>l       J'"2 

711/ 


de  même 

r*za       r^z* 

(r^\  n  —  rz _ etc. 

.-f)=e         »     >»'       • 

Cela  posé,  si  l'on  néglige  le  terme  affecté  de  z3  et  les 
Buivans,  ce  dont  nous  verrons  bientôt  la  possibilité, 
quand  m.  et  n  sont  de  grands  nombres ,  l'intégrale  cher- 
chée sera  réduite  à 

e       a^       "J  àz=J  e     ^dz; 


faisant  alors 
fz 

2.71111 


2,2  „  i>     <  ,     /  H7T171 

•lie  se  change  en 

V-frJe      df; 
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^t  les  limites  de  z  étant  —  c  et  -f-  c,  celles  de  t  seront 

<==— cl/2-,     *==+el/-£-î 

mais,  a  cause  que  la  fonction  e  '  demeure  la  même, 
quel  que  soit  le  signe  de  t ,  il  suffira  de  prendre  l'in- 
tégrale   précédente,    depuis    *  =  o,    jusqu'à.... 

t-=.c\J ,  et  de  doubler  la  valeur  obtenue  ainsi. 

T  ^.il/lit 

Par  ce  moyen  on  aura 

et  divisant  ce  résultat  par 

mmnn  /iTcmn 

(771  +  71  )'"+"+'  V  &+£' 

yaleur  approchée  de  l'intégrale  fxmàx(i — x)n,  prise 
entre  les  limites  x  =  o  et  xz=zi  (p.  2jb),  on  aura 
pour  la  probabilité  cherchée 

2  /  -1 

C'est  donc  de  la  valeur  de  fe~~  dt,  entre  les  limites 
indiquées  ci-dessus ,  que  dépend  en  dernier  résultat 
l'approximation  demandée;  or  cette  intégrale  prise  de- 
puis tz=o  jusqu'à  t  infini,  est  seulement,  comme  on 
le  verra  plus  bas ,  {  y  n ,  et  elle  en  approche  beaucoup, 
dès  que  t  devient  un  peu  considérable,  parce  que  la  fonc- 
es 
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— /' 


tion  e~~  cli' croît  alors  avec  une  rapidité  de  plus  en  plus 
grande.  Il  suit  de  là  que  la  valeur  de  la  probabilité 
cherchée,  tend  continuellement  vers  l'unité,  et  qu'elle 
en  approche  d'autant  plus ,  que  la  limite 


«  =  c        r' 


2mn 
est  plus  considérable.  Mais  pour  qu'il  en  soit  ainsi  ; 

il  faut   que   c  surpasse   beaucoup — —  ,  car  1/ ■ 

j/r  V   2.mn 

,  la  quantité  ,  dans  son  mi- 

nimum  qui  répond  à  mz=ny  se  réduit  à  2. 

D'un  autre  côté ,  pour  qu'il  soit  permis  de  négliger 


T'Z 


le  terme  =— -  dans  la  série  exponentielle  du  dévelop- 

i  -| \  (p.  288  )  ,  il  faut  qu'en  y  fai- 
sant z-=c}  ce  terme  demeure  fort  petit.  Or,  en  raet- 
tant  à  part  le  facteur  ^—  qui  ne  peut  pas  tomber  au- 
dessous  de  J ,  il  reste  le  facteur  rz3  qui ,  devenant  rc3  à  la 


1  — 


limite  de  l'intégrale,  et  se  changeant  en  r        f,  lorsqu'on 
fait   c  = ,  prendra  un  exposant  négatif,  si  -  }>  1 . 

Joignant  cette  condition  avec  la  précédente,  on  en  con- 
clura que  pour  obtenir  l'approximation  supposée,  c  doit 

»  1  l  r  ^ 

être  entre  — —  et   -5—  ;  que    par   conséquent   plus    r 

sera  considérable,  toutes  choses  d'ailleurs  égales,  plu3 
on  pourra  prendre  c  petit,   et  que  moins  on  réduira 
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ia  valeur  de  c,  plus  la  limite  de  t  deviendra  grande, 
plus  alors  la  probabilité  cherchée  approchera  de  l'unité. 

2°.  La  valeur  complète  {  \/ *  de  l'intégrale  fe~  àt  t 
qui  s'est  déjà  présentée  plus  haut  (p.  273),  se  déduit  ai- 
sément de  l'équation 

(  C    x^x    \  (  px^'àx  \  1         t 

\J  ^/i  — ^  )  \J  y  i — x*  )  '  "  2r-f- 1  '  2  ' 

rapportée  à  la  fin  de  mon  Traité  élémentaire  de  Calcul 
différentiel  et  de  Calcul  intégral ,  et  dans  laquelle  les 
intégrales    sont   prises    depuis    x  —  o   jusqu'à    x=  1» 

Si  l'on  fait,  dans  cette  équation  x  =  e~~^   ,  elle  devient 
,  {    /W-*".e-°«rt,j  \     Ctàte-*1' .e-O+^'l' 


~ 


2r-r-  1     2 

les  limites  de  t  étant  l'infini  négatif  et  zéro.  Posant 
ensuite  <7(2r+i)  =  i,  mettant  dans  le  second  membre 
la  valeur  de  2r-f-i,  tous  les  deux  deviennent  divi- 
sibles par  q ,  puis  divisant  sous  les  radicaux  par  ~uq  , 
on  obtient 

1—  e 
et  comme  la  limite  de  — -— ,  lorsqu'on  y  fait  9=^' 
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e*t  t*  ,  l'équation  précédente  se  réduit  alors  à 

2[/V~PdQ2  =  -  ,      d'où     /e"*dl  =  -  \/Z. 

La  valeur  de  cette  intégrale  étant  la  même  pour 
les  t  négatifs,  comme  pour  les  t  positifs  ,  on  peut  aux 
limites  t= —  infini  et  t  =  c}  substituer  t  =  o  et  £  =  infini 
qui  se  succèdent  dans  le  même  ordre,  par  rapport  à 
l'accroissement  de  la  variable  t. 

En  substituant  à  e  son  développement  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  t,  et  en  intégrant,  on  forme 

une  série  qui  donne  la  valeur  de  fe  àt,  lorsque  la 
limite  de  t  n'est  pas  un  grand  nombre;  mais  dans  le 
cas  contraire ,  il  faut  chercher  une  série  descendante 
çui  s'obtient  en  faisant  attention  que 

-dt  -t' 


fe      àt  =  /  -.e       tàt  = /  - 

J  J    t  2t  2J 


et  en  continuant  cette  intégration  par  parties    sur  le 


—i 


facteur  e       ,  après  avoir  multiplié  et  divisé  par  t.  On 
trouve  de  cette  manière  le  développement 

qui,  s'évanouissant  lorsque  t  est  infini,  donne  depuis 
î-zzT  jusqu'à  t  infini, 

i       (  î  3  3.5  ) 

— t.  v  -  2-^+^-^+etc-  r 

2  Te 
Retranchant  ce  résultat  de  ~  \/k  ,  on  aura  la  valeur  de 
fe      àt  depuis  f  =  o,  jusqu'à  é=jH. 
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La  série  ci  -  dessus  cesse  d'être  convergente  ,  mais 
d'autant  plus  tard  que  T  est  plus  grand;  et  comme 
.ses  termes  sont  alternativement  positifs  et  négatifs ,  elle 
donne  jusques-là  des  limites  très -resserrées  de  la  valeur 
que  l'on  cherche. 

3°.  Dans  la  transformation  précéd.  de  fxmà.x{\ — jr)* 

en  fe  ât ,  nous  n'avons  emplové  que  les  premiers 
termes  de  la  série  exponentielle  en  z  (p.  288)  ;  il  esz 
cependant  possible  d'avoir  égard  aux  autres ,  en  fai- 
sant d'abord  égal  à  — t2-,  l'exposant  de  e  dans  le  produit 

(TZ  \m                   /              TzS71 
1  -\ — •  1     et  de  (  1 ], 

ce  qui  donne 

r2zx  /  1     ,    i\    ,   rV/  1          1  \ 
(-  +  -)  +  -*-(— ;)— etc.   —  —  t\ 

ou  bien , 

r32,a     .    r*s3  (m  —  n  )    , 

g    ,  a        +  etc.  —  t\ 

en  changeant  les  signes ,  réduisant  et  observant  que 
na — m2z=. —  r(m  —  n).  On  déduira  d'abord  de  cette 
équation  les  limites  de  £  au  moyen  de  celles  de  zi 
ensuite  on  y  fera 

z  =  Ai  +  B?  +  Ct3  +  etc. , 

pour  obtenir  dz;  et  les  coefïïciens  A,  B,  Cy  etc.  se 
détermineront  à  l'ordinaire  en  établissant  l'identité  des 
deux  membres  :  on  aura  ensuite 

~  fe~l'dt  {A  +  zBt  +  3Ct>  +  etc.}. 
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Lorsque  la  variable  t  doit  être  comprise  entre  des 
limites  positive  et  négative  de  même  grandeur  ,  on  sim- 
pliGe  le  calcul ,  en  séparant  l'intégrale  en  deux  parties , 
l'une  embrassant  les  valeurs  positives  de  t,  et  l'autre  les 
valeurs  négatives  ;  car  ayant  d'une  part 

fe^'àt  {A  +  o.Bt  -f-  3aa  -f  etc.}, 

de  l'autre 

— fe~liàt  {A  —  iBt  -f  30*  —  etc.}  , 

et  retranchant  le  second  résultat  du  premier,  on  obtient 

fx"àx  (  1  —  x)«  =  —£.  a/e~f"d*  [A+ZCt'+etc. }. 

Dans  le  cas  particulier  que  nous  examinons ,  les 
limites  de  t  ne  pourraient  être  supposées  de  même  gran- 
deur ,  qu'autant  qu'on  négligerait  les  puissances  de  z 
supérieures  à  la  seconde  ;  mais  s'il  s'agissait  d'obtenir 
l'intégrale  fxmàx(i —  x)n,  entre  les  limites  x  =  o 
et  x  r=  1  ,  cela  reviendrait  à  supposer  nuls  alternati- 
vement les  facteurs 

+     TZ                              TZ  .      r  — t* 

—     et     1 ou  la  fonction     e        , 

771  n 

et  par  conséquent  assigner  à  t  pour  limites  l'infini  po- 
sitif et  l'infini  négatif.  Dans  ce  cas  on  a,  depuis  f.=  o  jus- 
qu'à t  infini,  fe  àt—\  {/n}  on  en  conclut  aisément, 
an  moyen  de  l'intégration  par  parties, 

fe-"t>àt  =  -'-e-''t  +  V~"d*  =  i  •  i  V*. 

1  2  2J  2       2 

2  '   aJ  2.2  2 
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d'où 

/x-drd-x)-^*  ^  {A+  \C+^E  +etc.  j  ; 

et  si  on  fait  le  calcul  indiqué  pag.  293  pour  obtenir  les 
coefficient  du  développement  de  s  en  t,  on  trouvera 

/  9,71111 

^  =  v— ' 

_.  2  n 771 

C   —  - A, 

îcrmn 

etc. 

En  se  bornant  au  premier  terme  ,  on  a  précisément 
3a  valeur  approchée  de  fxmdx  (1  —  x)K  déduite 
de  la  formule  d'Euler,  p.  275. 

Dans  ce  qui  précède  ,  j'ai  suivi  en  grande  partie  la 
marche  tracée  par  M.  Laplace  dans  le  premier  Mé- 
moire qu'il  a  publié  sur  le  Calcul  des  Probabilités  , 
Savans  Etrangers ,  t.  YI,  p.  626  ,  et  par  M.  Legendre, 
dans  la  troisième  partie  de  ses  Exercices  de  Calcul 
intégral ,  p.  040  (*) 


(*)  Cens  qui  voudront  suivre  dans  ses  progrès,  la  théorie  des 
approximations  pour  les  formules  de  grands  nombres,  devront 
consulter  d'abord  le  Tractatus  de  summatione  et  interpolations 
serierum ,  de  Stirling  ,  p,  i35,  les  Miscellanea  analjtica  de 
scriebus  et  quadraturis ,  de  Moivre  ,  pag.  4  du  Supplément ,  et 
passer  au  Calcul  différentiel  d'Eulcr ,  2e  part. ,  ehap.  VI,  puis 
aux  Mémoires  de  V  Académie  des  Sciences  pour  les  années  1778, 
pag.  227,  1782,  pag.  1 ,  et  1783,  pag.  \i3 ,  et  enGn  à  la.  Théorie 
analytique,  des  Probabilités  ,  livre  Içr ,  2e  partie. 
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Sur  le  n°  121 ,  page  207. 

i°.  Si  Von  conçoit  que  la  rente  s  se  paie  par  por- 
tions égales  à  sàx ,  x  désignant  le  tems  écoulé  depuis 
l'origine  du  placement ,  qu'on  représente  par  z  la 
probabilité  que  l'individu  qui  l'a  fait  existera  au  bout 
du  tems  x ,  enfin  que,  pour  abréger,  on  fasse  1  +  /=a, 
]a  somme  sâx  rapportée  à  l'origine  de  ce  tems ,  et  mul- 
tipliée par  la  probabilité  de  la  payer,  deviendra 

szdx      ,,    ,      0  /"'zd.r 
d  ou     à 


0 


=-/; 


et  l'intégrale  devra   être  prise  depuis  x  =  o,  jusqu'à 
l'â^e  le  plus  avancé  de  la  table  de  mortalité. 

Ce  qui  précède  suppose  qu'on  ait  l'expression  algé- 
brique de  la  loi  de  mortalité,  ou  l'équation  de  la  courbe 
qui  représente  cette  loi  (106).  Soitjy=f(x)  cette  équa- 
tion,^ étant  le  nombre  devivans  àl'âge  a;  compté  depuis 
3a  naissance;  pour  transporter  l'origine  des  x  à  l'âge  a , 
il  suffira  d'écrire  a  -f-x  ,  au  lieu  de  x,  ce  qui  donnera 
y  —  f  (a  -\-x))  or  le  nombre  des  vivans  de  l'âge  a 
étant  f  (g)  ,  on  aura 

f(a-j-x)  s       /MxfO  +  x). 


t{a) 


=  —   P 


On  peut  laisser  partir  la  variable  x  de  la  naissance  y 
en  écrivant  seulement  ox~%  au  lieu  de  ox,  et  la  formule 
ci-dessus  devient 

dxf(x) 


s        ràxt(: 


f( 

l'intégrale  étant  prise  depuis  x  =  c,  jusqu'à  la  lin  de 
la  table  de  mortalité. 
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2°.  Si  la  rente  ne  devait  commencer  à  courir  qu'un 

nombre  n  d'années  après   l'époque  du  placement,   a 

étant  l'âge  auquel  il  s'est  fait,  la  valeur  du  capital  serait 

encore 


'=  —    P 


qx-a 


mais  l'intégrale  ne  devrait  commencer  qu'à  x  =  a  +  n , 
parce  qu'il  faut  en  retrancher  toute  la  partie  qui  pré- 
cède le  premier  paiement  de  la  rente. 

L'application  de  ces  expressions,  soit  à  la  formule 
de  Lambert ,  soit  à  l'hypothèse  de  Moivre ,  rapportées 
dans  le  n°  106,  est  trop  facile  pour  s'y  arrêter;  je  me 
bornerai  donc  à  faire  observer  que  l'introduction  de  la 
loi  de  continuité,  distribuant  les  décès  et  les  paiemens 
sur  tous  les  instans  de  l'âge  ,  convient  mieux  que  toute 
autre  hypothèse,  au  cas  où  le  banquier  s'engage  à 
payer  aux  héritiers ,  la  portion  de  rente  échue  depuis  le 
décès  du  rentier  ,  mais  elle  change  un  peu  le  produit  de 
l'intérêt  de  l'argent,  parce  que  ,  dans  la  pratique,  on 
n'obtientpas,  pourdepetits  intervalles  de  tems,  l'intérêt 
composé  ,   mais  l'intérêt  simple. 

3°.  En  substituant  les  différences  aux  différentielles, 
on  mettra  tel  intervalle  qu'on  voudra  entre  les  paie- 
mens ;  car  alors  on  pourra  calculer  la  somme  de  la 
suite  des  valeurs  de  l'expression 

,f(.r) 


f  (c)9x-a ' 

à  partir  de  x-=  a,  en  faisant  croître  x  de  la  diffé- 
rence h  assignée  pour  l'intervalle  de  deux  paiemens, 
Cette  somme  dépend ,  comme  on  sait  de  l'intégral* 

f(<0      9x~t  ' 
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et  l'on  obtiendrait  son  développement,  par  la  série  som- 

matoire  d'Euler ,   citée  page  272,  en  y  faisant 

u  ~  f r  \   i—a%  ^  est  *  Peu  Pr^s  ams^  <Tue  M-  Laplace 

traite  ce  sujet  dans  la  Théorie  analytique  des  Proba- 
bilités y    p.  ^SS. 

Sur  le  n°  1^4,  page  zfë* 
La  formule  de  cet  article  revient  à 

fx?dx  (  1  —  x  y . 

fx'dx  (  1  —  x  y  -f-  fx^dx  (  1  —  x  y  ' 

les  intégrales  étant  prises  depuis  x  =  a  jusqu'à  x  =  b. 
Quand  a  —  ±  et  b  =  1,  on  peut  changer  /x?dx(i — x)*~ 
en  fx^dx{\  — x  y ,  pourvu  qu'on  prenne  cette  der- 
nière depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  \  ;  car  si  l'on  fait 
x  =  1  —  z  ,  il  vient 

/x'dx  (  1  —  x  y  =  —  /va*  (  î  —  z  y, 

entre  les  limites  z-=.\y  2  =  0,  et  par  conséquent 
/Vdz  (1  —  z;  y  ou  fx^dx  (1  —  x  )?,  lorsqu'on  ren- 
verse les  limites,  c'est-à-dire  qu'on  intègre  depuis 
x  r=  o  jusqu'à  a?  ==  J. 

Dans  ce  cas ,  le  dénominateur  de  la  probabilité  in- 
diquée ci-dessus ,  devenant  la  somme  des  valeurs  de 
la  même  intégrale  fx^dx  (1  —  x  y ,  prise  d'abord 
depuis  x  =2=  \  jusqu'à  x  =  1  ,  et  ensuite  depuis  x z=o 
jusqu'à  x  =  |,  est  la  même  chose  que  l'intégrale  en- 
tière ,  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  1  :  la  probabilité 
dont  il  s'agit  revient  donc  à 

fx?dx  (  1  —  x  y 
Jx?àx  (1  —  xy9 
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l'intégrale  du  numérateur  étant  prise  depuis  x  =  £ 
jusqu'à  x— 1,  et  celle  du  dénominateur,  depuis  x  =  o 
jusqu'à  07=  1.  C'est  précisément  l'expression  que  donne 
M.  Laplace,  pag.  33  du  Supplément  qu'il  vient  d'ajou- 
ter à  sa  Théorie  analytique  des  Probabilités ,  et  qui 
n'avait  pas  encore  paru  lors  de  l'impression  de  l'ar- 
ticle auquel  se  rapporte  ce  qui  précède. 

FIN. 


. 


ADDITIONS  ET  CORRECTIONS. 

Paçe  '!""•  .  avant  le  n°  i\-  La  difficulté  proposée  par  le  clievalier 
de  "NT.  i.  .  n'est  pas  la  seule  qu'on  ait  élevée  contre  l'évaluation  des 
Probabilités  dans  les  épreuves  répétées.  Elle  ne  reposait  que  sur  son 
Ignorance  da  calcul  qui  loi  disait  regarde!  comme  proportionnels 
^des  nombres  qui  ne  pouvaient  l'être:  mais  d'Alembert  a  voulu  jeter 
du  doute  sur  les  principes  eux-mêmes.  L'exposition  et  la  réfutation 
d'une  seule  de  ses  objections  suffira  pour  les  faire  apprécier  toutes, 
car  elles  n'ont  obtenu  l'assentiment  d'aucun  géomètre  distingué; 
elles  prouvent  seulement  qu'il  peut  arriver  aux  hommes  le  plus 
justement  célèbres,  de  s'égarer  même  dans  un  sujet  fort  simple. 

Suivant  d'Alembert,  lorsqu'on  jette  un  dé  h  deux  faces  que  je 
désignerai  par  A  et  B  ,  le  pari  d'amener  la  face  A  au  moins  une 

fois  en  deux  coups  ,  n'a  en  sa  faveur  qu'une  probabilité  ^  au  lieu 

3 
de   -  que  donne  le  principe  du  n°  20  ;  car,  dit-il ,  si  l'on  amène  A 

du  premier  coup,  le  jeu  est  fini,  et  si  l'on  amène  au  contraire  la 
face  By  il  faudra  jouer  le  second  coup  qui  donnera  A  ou  B  ,  ensorte 
qu'il  ne  peut  réellement  arriver  que  l'un  de  ces  3  événemens ,  A  , 
BA ,  BB ,  dont  1  font  gagner  le  pari  (*)  :  cela  est  vrai  ;  mais  l'er- 
reur consiste  à  supposer  aux  deux  derniers  la  même  possibilité  qu'au 
premier  ;  elle  est  du  genre  de  celle  qui  a  été  indiquée  dans  le  n°  19. 

En  effet  la  probabilité  de  l'arrivée  de  A  au  premier  coup  est  - 

ainsi  que  celle  de  B  ;  mais  celle  des  événemens  composés  BA  et  BBf 
qui  n'ont  lieu  qu'au  deuxième  coup ,  est ,  avant  le  premier  coup , 

-.-=-;  ainsi  le  joueur  qui  parie  d'amener  A  au  moins  une  fois  >. 

2       2  4 

en  a  sa  faveur ,  avant  ce  coup  ,  la  probabilité 

la  même  qu'on  obtiendrait  en  embrassant  les  quatre  arrangement 
que  présentent  les  deux  épreuves  combinées  ensemble,  savoir 

AA,  AB,  BA  ,  BB  (++). 


(*)  Opuscules  mathématiques  de  (V Alembert ,  tom.  II,  p.  20. 
(**)  Essai  philosophujue  sur  les  PiobalUU^S  ,  page  i3  d«  te 
troisième  édition  in-8°. 


En  général  il  est  visible  qu'il  y  a  le  m^»e  nombre  de  chances 
clans  n  jets  successifs  du  même  de,  et  dans*  le  jet  simultané  de  n 
des  semblables.  Il  parait  par  les  lettres  de  Pascal  à  Fermât  ,  qu'il 
était  tombe  d'abord  dans  une  erreur  amalogue  à  celle  que  nous 
venons  de  relever  (*). 

Page  52,  ligne  19,  \mrm-rnr*+r,  lisez  \'mrm-rnrn+r. 

Page  80,  à  la  fin  du  n°  5a  ,  ajoutez  ,  Moivre  s'est  occupe'  de 
ces  derniers  dans  sa.  Doctrine  of  chances ,  pag.  18^. 

Page  102,  ligne  16,  ajoutez,  M  étant  ici  la  mise  du  joueur 
qui  parie  pour  B ,  est  égale  à  rsb  (m-\~  n). 

Page  126,  ligne  14,  o,434~  >  lisez  0,4342. 

Page  157,  ligne    4  en   remont.,  S  ,  lisez  S™'     . 

Page  189,  à  la  fin  du  n°  n5  ,  ajoutez  en  note,  Essai  sur 
le  principe  de  la  population,  par  M.  Malthus ,  tom.  I,  p.  G-7 
de  la  traduction  française,   et  tom.  II ,  p.  240  et  suiv. 


(*)'  OEuvres  de  Pascal ,   tom.  IV,  p-  424- 
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En  gênerai  il  est  visible  qu'il  y  a  le  même  nombre  de  chances 
dans  n  jets  successifs  du  même  de',  et  dans  le  jet  simultané  de  n 
des  semblables.  Il  paraît  par  les  lettres  de  Pascal  à  Fermât ,  qu'il 
était  tombe  d'abord  dans  une  erreur  analogue  à  celle  que  noui 
venons  de  relever  (*). 

Page  52,  ligne  19,  \mrm—rnrn+r,  lisez  \'mrm-rnrn+r. 

Page  70 ,  ligne  17,   au  numérateur ,  n  lisez  n — 1. 

Page  71,  ligne  2  en  remnnt.,  après  épuise,  ajoutez,  puisqu'il 
n'y  a  plus  d'incertitude  sur  celui  des  joueurs  qui  doit  gagner. 

Page  72,  ligne  16,  ajoutez,  ces  trois  fractions  composen 
l'unité  (8). 

Page  80,  à  la  fin  du  n°  52,  ajoutez,  Moivre  s'est  occupé  de 
ces  derniers  dans  sa  Doctrine  of  Chances  ,  pag.  184- 

Page  102,  ligne  16,  ajoutez,  M  étant  ici  la  mise  du  joueur 
qui  parie  pour  i? ,   est  égale  à  rsb(m-\-n). 

Ibid,  ligne  17  ,  ajoutez  , 

Cela  posé,  comme  on  peut  assigner  d'abord  au  nombre  s  telle 
valeur  qu'on  veut,  on  pourra  supposer  aussi  petits  qu'on  le  voudra 

les  rapports  — ,  — :   et  prenant  ensuite  pour  r  des    nombres    de 
41  srn      su 

plus  en  plus  considérables ,  on  obtiendra  une  probabilité  de 
plus  en  plus  grande ,  que  la  somme  perdue  par  Pun  quelconque 
des  joueurs  et  gagnée  par  Vautre  ne  surpassera  pas  une  frac- 
tion donnée ,  et  aussi  petite  qiCon  le  voudra,  de  leur  mise  to- 
tale. Il  faut  d'ailleurs  observer  que  cette  somme  étant  égale  à 
r  (  a  -f-  b)  ,  augmente  proportionnellement  au  nombre  r  ,  et  par 
conséquent  à  celui  des  épreuves,  exprimé  par  rs  (m  +  n  ). 

L'accroissement  de  la  probabilité  tient  à  celui  du  nombre  des 
termes  dont  se  compose  l'expression  rapportée  sur  la  page  53, 
à  mesure  que  l'on  embrasse  un  plus  grand  nombre  d'épreuves  , 
et  dépend  du  facteur  r.  Si  on  supposait  ce  facteur  constant,  et 
qu'on  fit  croître  l'expression  rs{m-\-n)  par  le  facteur  s,  ce  qui 
resserrerait  de  plus  en  plus  les  limites  assignées  à  la  distribution 
des  événemens  simples,  alors  l'expression  delà  probabilité,  ne 
renfermant  toujours  que  le  même  nombre  de  termes,  diminuerait 
de  valeur,  ainsi  qu'on  l'a  dit  dans  le  n°  29,  et  comme  on  peut 
le  conclure  de  la  formule  de  la  page  271.  Entre  ce  cas  et  le  pré- 
cédent, il  en  doit  exister  un  dans  lequel,  ret  s  variant  à  la  fois, 
et  chacun  de  ces  nombres  croissant  moins  rapidement  que  celui  des 
épreuves  ,  la  probabilité  demeure  constante.  La  somme  r(a-t-b) 


(*)  OEwres  de  Pascal,  tout  IV,  p-  4a4- 


perdnc  on  ngtftée,  ancmcnte  encore  ,  mais  ses  rapports  — ,  — t 
1  TL  sm     sn 

."■  1 1  mise  totale  de  chaque  joueur,  décroissent;  et  de  là  résulte  que 

la  me/ne  probabilité    correspond  à   une   limite   de  perte  ou  de 

gain  d'<nl   Jii  valent  croit  toujours  t  mais  de  manière  à  devenir 

une    friction   d'autant  moindre  de  la  mise  totale ,  que  l'on  doit 

continuer  le  jeu  plus  long-tenu. 

Page  io5,   observation  sur  le  premier  alinéa. 

1  calcul  n'indique  point  la  diminution  des  valeurs  absolues  des 
différences  entre  l'état  de  deux  joueurs  place's  dans  des  conditions 
mais  seulement  la  diminution  des  rapports  entre  ces  dif- 
férences et  le  total  des  sommes  risquées  par  chacun  d'eux  [vojreM 
ci-dessus  f  addition  h  la  page  102)  ;  cependant  on  doit  observer 
que  si  la  durée  du  jeu  n'est  pas  très-considérable,  et  si  les  mises 
sont  modiques,  les  faits  examhu  -  en  gros  peuvent  paraître  d'accord 
avec  les  assertions  rapportées  dans  l'alinéa  <i  te 

Page  126,  ligne  14,  «Vp^  >  ^lsez  °j4^4a< 

Page  i5;,  ligne  \  en  remont.,   S         ,  lisez  à 

b 

Page  189,  a  la  fin  du  n°  n5,  ajoutez  en  note,  Essai  sur 
le  principe  de  la  population  ,  par  M.  Malthus,  tom.  I,  p.  6—7 
de  la  traduction  française,  et  tom.  II,  p.  240  et  suit. 
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AVIS.  Indépendamment  des  Ouvrages  portés  sur  le  présent  Catalogue  ,  on  trouve 
à  ma   Librairie  un  assortiment  considérable  de  Livres   anciens  et  nouveaux  sur 


Y  Art    Militaire,    la    Physique,    la    Chimie,    la    Teinture,   la    Minéralogie, 

Y  Histoire  naturelle,  les  Belles-Lettres,  etc.,  etc. 

Ces  Ouvrages  sont  en  partie  détaillés  sur  mon  Catalogue  général,  que  j"  enverrai 
gratis  aux  personnes  qui  m'en  feront  la  demande. 

(  Les  Lettres  non  affranchies  ne  me  parviennent  pas.  ) 

JSota.  Tous  les  prix  marqués  sur  le  présent  Catalogue  sont  ceux  de  Paris  et  brochés; 
les  personnes  qui  désireront  recevoir  les  Livres  francs  de  port  par  la  poste,  ajou- 
teront un  tiers  en  sus.  (  Les  Ouvrages  reliés  et  cartonnés  ne  peuvent  être 
envoyés  par  cette  voie.) 

ADET.  L,econs  élémentaires  de  Chimie,  in-8. ,  6  fr. 

ANNALES  DE  MATHÉMATIQUES  pures  et  appliquées,  rédigées  par  M.  Ger- 
gonne,  G  vol.  in-4- ,  108  fr. 

(  ployez  h  la  fin  du  Catalogue.  ) 

ANNUAIRE  présenté  au  Roi  par  le  Bnre3n  des  Longitudes  de  France,  pour  1817, 
in-18.  (  Cet  Ouvrage  paraît  tous  les  ans.  )  1   fr. 

AZEMAR  et  GARNIER.  TRISECTION  DE  L'ANGLE,  suivie  de  Recherches 
analytiques  sur  le  même  sujet,  in-8.,   180g.  2  fr.  5o  e. 

BAGOT.    Tables  analytiques  des    Calculs  d^intéréts ,  etc.  1  fr. 

RAILLY.  HISTOIRE' DE  L'ASTRONOMIE  ANCIENNE  ET  MODERNE, 

dans  laquelle  on  a  conservé  littéralement  le  texte,  en  supprimant  seulement  les 
calculs  abstraits,  les  noies  hypothétiques,  les  digressions  scientifiques  j  par  V.  C, 
a  vol.  in-8.  9  fr. 

(  Cet  Ouvrage  se  donne  très  souvent  pour  prix  dans  les  Lvcées.  ) 

JÎARRU  EL,  ex-Professeur  à  l'Ecole  Polytechnique.TABLEAL  X  DE  PHYSIQUE, 
ou  Introduction  à  cette  science,  à  l'usage  des  Elèves  de  l'École  Polytechnique  j 
nouvelle  édition  ,  entièrement  refondue  et  augmentée,  graud  in-4- 1  cart.     10  fr. 

^ERLINGHIERI.  Examen  des  opérations  et  des  travaux  de  Cafar  au  siège 
d'AJcïia,  etc.,  in-8-,  1812.  3  fr» 


(») 

tNOULLI.   (Joannis)  Op*ra,   \  vol,   in-p,  reliés.  4K  fr. 

BERNOULLI.   (JacobiJ   Opéra,  2  vol  in-,.  36  IV. 

/  1      niectandi,  iu-j.  ^       t  2î  fr. 

BEK  |       Mécanicien   de    la    Marine,    Membre   de   l'Institut   de    France. 

tEUVRI   •    SI  '    L'HORLOGERIE,  savoir: 

i«.  L'ART  DE  CONDI  IRE  1  I  DE  REGLER  LES  PENDULES  ET  LES 
MONTRES,  quatrième  édition,  augmentée  (Time  planche,  et  de  la  manière 
de   tracer   la    lune    méridienne    du    teins»  moyen.   Paris,    181 1 ,    vol.   in-12, 

;,vpr    •")    pi.  *    fr.    5o   '■• 

ao  ]>s\i  SI  H  L'HORLOGERIE,  dans  lequel  on  traite  de  cet  art  relativement 
':  \'.\  tronomie  .  t  à  la  >..,■  igation  ,  avec  38  [il.  ,  ^  vol.  in  \.  36  fr. 
3o.  HIST<  !^    DU    TEMS  PAR    LES   HORLOOIS 

Paris,  1  "'•  in-4- >  axec  *3  pi.  cran  3G  fr. 

i\   TRAITE    DE$  HORLOGES   MARINES,  contenant  la  théorie,  la  construc- 

[,.,„     i,,    main-d'œuvre  de   ce*  machine* ,  et  la  manière    de  les    éprouver,  un 

gros  vol   in-4-,  aTec  'x",  l'1-  2l  ,r- 

50:  j  |  ISSpflÊftS  SLR   L'INVENTION  ,  la  théorie,  la  comtra 

et   Je»   épreuves  des  nouvelles  machines  proposées   en  France   pour  la  détermi- 
nation <Ls  longitudes  en  mer  par  la  mesure  du  teins,  servant  de  suite  à  VI 
sur  l  /!■•''  se    e     ci  su  Traité  îles  !l  rinces  marines,  etc.,   1  v.  i.i-4-    6'  fr. 
Co.  LES  LONG1TI  DES  PAR  LA  M>  SI  RE  DL  TEMS,  ou  Méthode  pour 
déterminer  les  longitudes  en  mer,  avec  le  secours  des  horloges  marines,    1  v 

in-4.  -       -  -  -      -    9  fr* 


un  vol.  iii-i.  a^ec  :i  planch.  en  taille-douce.  18  fr. 

8°.  TRA1  rRES   A   LONGITUDES,  contenant   la  description 

et  tous  les  détails  de  main-d'oeuvre  de  ces  machines,  leurs  dimensions,  la  ma- 
nière  de  Es   épi 

no.  Suite    du  ::    DES    MONTRES   A  LONGITUDES,  contenant  la 

construction  nlres  verticales  portatives  et  celle  des  Horloges   horizontales, 

pour  servir  dans  les  plus  longues  traversées,  un  vol.  in-.j.  avec  deux  planches 
en  taille-douce. — Prix  de  ces  deux  derniers  volumes  réunis  en  un  seul,    i\  fr. 

100.  Supplément  an  TRAITE  DES  MONTRES  A  LONGITUDES,  suivi  ds 
e  des  recherches  de  l'Auteur,  depuis  1702  jusqu'en   1807.  g  fc. 

BERTRAND.  'Développement  nouveau  de  la  partie  élémentaire  des  Mathéma- 
tiques. Genève,    i"8,  2  vol.  in-4.  »  33  fr. 

BEX<  TLICATION   DE    LA   THEORIE  DE   LA    LÉGISLATION 

PENALE  .  00  Code  de  la  {Sûreté  publique  et  particulière  ,  fondé  sur  les  règles 
de  la  morale  universelle,  sur  le  droit  des  gens,  ou  primitif  des  sociétés,  et 
sur  leur  droit  particulier  dans  l'état  actuel  de  la  civilisation,  redire  en  Projet 
pour  hs  Etats  de  Sa  Majesté  le  Roi  de  Bavière,  dédié  à  Sa  Majesté,  et  im- 
prime avec  son  autorisation,  un  vol.    in-fol.  ,   1807.  3'J  fr. 

BEZOUT.   (.  -    :        li'EET.DE  MATHÉMATIQUES  a  l'usage  de    la 

.   *  rie  et    des  Elèves    de   l'Ecole    Polytechnique,    en    6  vol^ 

in-8. ,  édition  revue  et  augmentée  par  MM.  Reynaud,  Examinateur  des  Can- 
didats de  l'Ecole  Polytechnique;  Garnier ,  ex-professeur  àPÉcole  Polytechnique, 
et  Rossel ,  Membre  de  l'Institut.  29  IV. 

Chaque  volume  se  1  arément,  savoir: 

AR1  I  HMETIQUE.  AVEC  DES  NOTES  fort  étendues,  et  des  Tables  de 

I^.,     rithi   es  T  etc. ,  par  RethAOO,  hnitième  édition,   1816,  1  vol.  in-8.  3  fr. 

GÉ<  >MÉ  S  VECDES  .NOTES  fort  étendues,  par  Rey.nafd,  181a.  5  fr. 

ALGÈBR1     I   E      EZOl  T  et  application  de  cette  science  a  l'Arithmétique 

et  à  la  Géométrie.  Nouvelle  édition,  avec  des  ?y"otes  fort  étendues,  par  Reïxacu  , 
in-S.  ji&ix  •  5  fr. 

—  MÉCANIQUE  ,  nouvelle  édition,  revue  et  considérablement  augmentée,  par 
M.  Garniei  .  -;;.  10  fr. 

TRAIT.     '  ÏAVIGATTON,   nouvelle   édition,   revue   et   augmentée  de 

Pvotis.  et  d'une  Section  supplémentaire  où  Ton  donne  la  manière  de  faire  les 
Calculs  d-s  Observations,  avec  des  nouvelles  Tables  qui  les  facilitent;  par  M.  do 
Rossel,  Membre  de  l'Institut  et  du  Rureau  des  Longitudes,  ancien  Capitaine 
i\e  Vaisseau,    etc.  Novembre   1814,  un  vol.  in-8.,  avec  10  planches.  6  fr. 

Cette  édition  dn  C"urs  <le  Mathématique*  de  Bezout  est  la  plus  correcte  et  la 

Elus  complète  de  toutes  celle*  qui  ont  paru  jusqu'à  re  jour. 
ICQUILLEÏ.  Du  ÇalsvX  da  Probabilités,  iu-H.  2  fc.  5o  c. 


(3) 

r.IOT,  Membre  de  ITnstitut,  etc.  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  D'ASTRONO» 
MIE  PHYSIQLE,  destiné  à  renseignement  dans  le»  Lycée*,  etc.,  3  votj 
iu-S. ,   1810.  25  Tr. 

— —  ESSAI  DE  GEOMETRIE  ANALYTIQUE  appliquée  aux  Courbes  et  aux 
Surface?  do  second   ordre,  in-8. ,  5*  édition,    i8i3.  5  tr.  5o  c. 

PHYSIQUE    MÉCANIQUE   de    Fischer,    traduite    de    l'allemand,   in-8., 

2e  édition .  i8i3.  ,  G  fr. 

TABLES  BAROMETRIQUES  portatives,  donnant  la  différence  de  niveau 

par  une  simple  soustraction  ,  in-8.  i  fr.  5o  g. 

Essaisurl  'histoire  générale  des  Sciences  pendant  la  révolution,  in-8.,  i  tr.  5o  c. 

BLA\  1ER.  Nouveau  Barfénïe,  ou  Comptes  lai;*  en  livres,  sous  et  francs,  simi 
d'un  Barré  me  pour  les  Mesures,   in-8.  ,      ,  7  fr. 

BOILEAI    et  AUDIBERT.  BARRÉME  GENERAL ,  on  Comptes  feiu  de  tout 


ce  qui  concerne  les  nouveaux  poids,  mesures  et  monnaies  de  la  France j  sui*i 
d\iu  Vocabulaire  des  differens  poids,  mesures  et  monnaies,  tant  français  qu'é- 

4'So  pages,  in-8.,  broché  , 
6  tr, 

il,  in-8.  5  tr. 

TMALES,    calculées    par 


trangers,    compares  avec  ceux   de   Paris,    un  >ol.  de   ^6o  pages,  in-8.,  broché, 
i8>J.  6  tr, 

Boii.fau.  Art  poétique,  traduit  en  vers  latins  par  Paul,  in-8.  5  tr. 

BORDA.    TABLES    TRI  METRIQUES    DÉCIMAJ 

Cli.  Borda,  revues,  augmentées  et  publiées  par  J.  li.  J.  Delambre.  Paris,  de 
l'Imprimerie  de  la  Republique,  an  IX,  in-.j-  12  fr. 

BOSSUT.  histoire  générale  des  Mathématiques ,  depuis  leur  origine  jusqu'à 
l'an  rite    1808  .    2  vol.  in-8.  ,    181O.  12  fr. 

Saggio  sulla  Storia  gêner;. ie  drlle  Matematiche,  prima  edizione  italiana,  con 

rillessiimi  ed  aggiunte   d\  Gregoria  Fonuna.    Milano,  4  v0'-  m-8. ,  l>r.     i5  fr. 

BOL'CHARLAT,  Professeur  de  Mathématiques  transcendantes  aux  Ecoles  mi- 
litaires ,  Docteur  ès-Sciem  es,  etc.  THEORIE  DES  COURBES  ET  DES  SUR- 
FACES DU  SECu^ND  ORDRE,  précédée  des  principes  fondamentaux  de  la 
Géométrie  analytique,  seconde  édit.  ,  augmentée,  in-8.  5  fr. 

ELÉMENS  DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  ET  DE  CALCUL  INTÉ- 
GRAL, in  8.,  1814.     ,  4  fr.  60  c 

ÉLEMENSDE  MÉCANIQUE,  in-8.,  i8i5.  6  fr. 

BOUCHER.  Institution  au  Droit  maritime ,  etc.,  Ouvrage  utile  aux  marins,  né- 
gocions, etc.  ,   etc.,    1   vol.  in-_{.  18  fr. 

JBOUCHESEICHE.  Notions  élémentaires  de  Geo?rcphie  ;  Ouvrage  qui  a  été 
jugé  propre  à  l'Instruction  publique,  quatrième  édition,  considérablement  atg- 
mentee,  in-12,  1809.  2  fr.  5o  c. 

BOUILLON-LA  GBlANGE.  Manuel  d'un  Cours  de  Chimie,  ou  Principe* 
théoriques  et  pratiques  île  cette  science,  avec  7  tableaux,  a3  planches'',  et  la  série 
des   expériences  faites  à  l'Ecole  Polytechnique,  3  vol.  in-8.,  5e  édition.     20  fr, 

Manuel  du    Pharmacien,,  in-8.,  seconde  édition.  6  fr.  5o  c 

gOURDON.  THESE  DE  MECANIOUE  qui  a.  été  soutenue  le  9  Mars  1811 
devant  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  suivie  du  Programme  de  la  Tin** 
d'Astronomie  qui  a  cte  soutenue  le  a5  Mais  iSljt,  devant  la  même  Faculté, 
in  -  j.  2  fr.  5o  c. 

BREISLACK.  Introduction  à  la  Géologie,  traduite  de  l'italien  par  Bernard, 
1  v,,l    in-8.  ,1812.  7   i'r. 

BRISSOIN.  Pesanteur  spécifique  des  Corps.  Ouvrage  ntUe  à  l'Histoire  naturelle . 
aux  Arts  et  au  Commerce,  1  vol.  in-4-  avec  planches.  1 5  fri 

DWtionnaire  raisonné  de  Physique t  6  vol.  in-8.;  et  atlas  in-4-  36  fr. 

BU  DAN.  Nouvelle  Méthode  prair  la  résolution  des  Equations  numériques  d'un 
degré  quelconque*,  d'après  laquelle  tout  le  calcul  exige  pour  cette  résolution  ** 
réduit  a   l'emploi  des  deux  premières  règles  de  l'arithmétique  ,  in  \.  1807.     5  fr. 

BTJLLLA.RD  liistohc  des  Plantes  vénéneuses  et  suspectes  de  la  France,  un  vui. 
in-8.  ,  nouvelle  édition.  4  tr.  o>  c 

BLQL'OY.  Exposition  d'un  nouveau  principe  de  Dynamique,   in  4-  ,   )8i5. 

2  fr,  5o  <-. 

BURCKHARDT,  Membre  de  l'Institut  et  du  Bureau  des  Longitudes  de  France. 
TABLE  DES  DIVISEURS  POUR  TOUS  LES  NOMBRES  DU  i«,  25. 
et  3e  MILLION,  avec  les  Nombres  premiers  qui  s'y  trouvent,  1  vol.  grandi 
in-4..   papier  vélin,    181 7.  _  36  ir. 

INota.  Chaque  million  se  vend  séparément,  savoir  :  le  Ier  million  i5  fr. ,  et  les  -a* 

et  3e  million,  chacun   12  fr. 

TABLES  DE  LA  LL>.E,  Ouvrage  faisant  pr.rtic  des  Tables  astronomiques 

publies  parle  Bureau  des  Longitudes,,  in-4. ,   181a.  8  fr. 

CAGNOLI.  TRAITÉ  DE  TRIGONOMETRIE  trad  de  l'italien  par  M.  Chompré, 
deuxième,  tdiiion,  revue  et  çojisidcrablcment  augmentée,  »n-4-;  1808.  18  fr. 
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i  ANARD.  Traité  élémentaire  du  Calcul  des  inéquations,  in-8. ,  18^8.  fi  fr. 
CARNl    :  .  Membre  de  (Institut  et  de  L  Lcuion-dTlouneux.  GÉOMÉTRIE  DE 

POSITION,  10-4. ,  papier  vélin,   180J.  18  fr. 

Idem  ,  grand  papier  vélin.  36  IV. 

.'/.  moire  sur  la  relation  qui   existe  entre  les  distances   respectives  de  cinq 

points  quelconques  | > l i s>  dansfespace,  suivi  d'un  Essai  sur  Ja  théorie  des  Transi 

vénales,  in-j.,    1800.  5  fr. 

— -  I>K  LA  DE1  ENSE  DES  PLACES  1  QRTES,  Onvragé  composé  par  «..are 

de  Gouvernement,  pour  l'instruction  des  Élèves  dn  Corps  du  Génie,  a«  édition  , 

ibl  i ,  in-8.  6  fr. 
Le  même  Ouvrage,  troisième  édition  , considérablement  augmentée,  un  vol. 

in-j.  avec  11  planches  très  bien  gravées,  181a.  21  fr. 
DE  LA  CORRÉLATION  DES  FIGURES  DE  GEOMETRIE.  Puis, 

an  «j.   in-  8..  grand  p  nier.  3  fr. 

LEXIOKS  SLR  LA    MÉTAPHYSIQUE  DU   CALCUL  INF1NI- 


i  I.M.MAL,  seconde  édil.,   181 3.  3  fr. 


5o 


/.  '  vc/  conduite  politique,  depuis  leier  juillet  181.  j,  in-8.,  i8i5. 1  fr.  : 

CARTE  BOTANIQUE  de  U  Méthode  naturelle  de  Jussieu,  in-8. ,  ei  \  table; 


25c. 

lUX      y 

format  atlantique.  G  fr. 

CHA  MBON-DÊ-MONTAUX.   Traité  de  la  Fièvre  maligne  simple,  et  des  Fièvres 

•  •  uij  li  ruées  de  malignité,  j  vol.  in-ia.  10   fr. 

(  i.  \  N  1  jii.AU.  Histoire  de  France  abrégée  et  chronologique,  depuis  la  première 

expédition  des  Gaulois  jusqu'en  septembre  1808,  etc.,  1806,  a  vol.  in-8.  16  fr. 

1        TableUtes  chronologiques  et  documentaires  pour  servira  l'étude  de  l'Histoire 

civile  et  militaire  delà  France,  depuis  l'arrivée  de  Jules-César  dans  les   Gaules. 


jnsuo'à  nos  jours,  etc.,  in-8.  ^  fr. 

CliLADîNl,  Docteur  en  Philosophie  et  en  Droit,  Membre  de  la  Société  royale 
ù  Harlem  ,  de  b  Société  des  Scrutateurs  de  la  Nature  de  Berlin  ,  Correspon- 
dant de  l'Académie  de  Saint-Pétersbourg,  etc.  TRAITE  D'ACOUSTIQUE, 
avec  8  pi.  in-8.  ,  1809.  n  fr.  So  c. 

CHOMPRE.  Méthode  la  plus  naturelle  et  la  plus  simple  d'enseigner  h  lire ,  in-8,, 
101 3.  1   fr.  a5  c. 

RON  .  Correspondant  de  l'Institut.  METHODE  ELEMENTAIRE  DECOM- 
POSITION, où  les  préceptes  sont  soutenus  d'un  grand  nombre  d'exemples  très 
dairs  et  fort  étendus,  et  à  l'aide  de  laquelle  on  peut  apprendre  soi-même  à  composer 
toute  espèce  de  Musique  j  traduite  de  l'allemand  de  Albrechtsberger  (J.  Geore.  , 
Organiste  de  b  Lourde  Vienne,  etc.,  et  enrichie  d'une  Introduction  et  d  un 
grand  nombre  de  Noies  ,  par  A.  Choron,  2  vol.  in-8.,  dont  un  de  Musique, 
i'ji-Î-  :a  fr. 

CHRISTIAN.  DES  IMPOSITIONS  et  de  leur  influence  sur  l'Industrie  agricole 
manulacturière   et   commerciale,   et  sur  la   prospérité   publique,    iu-8. ,    iSrf. 

2  fr.  5o  c. 

CLAIRALT.  ELEMENS  D'ALCERRE,  sixième  édition,  avec  des  Notes  et  des 
Additions  nés  étendues,  par  M,  Gantier,  précédé  d'un  Tiaité  d'Arithmétique 
par  1  héveneau  ,  et  une  Instruction  sur  les  nouveaux  poids  et  mesures  ,  2  vol.  in-8., 
1801.     ,  q  fr. 

1  HEORIE  DE  LA  FIGURE  DE  LA  TERRE  ,  tirée  des  principes  de  l'Hy- 
drostatique, in-8.  ,  deuxième  édition  ,  1808.  10  Ir. 

COND1LLAC.  Langue  des  Calculs,  in-8.  5  fr. 

Le  même  ouvrage,  2  vol.  in-ia.  4  fr- 

1        Grammaire  française ,  r  vol.  in- ta.  2  fr. 

CONDORCET.  Essai  sur  l'application  de  l'Analyse  aux  probabilités  des  décisions 
rendues  Si  L  pluralité  des  voix,  1  vol.  in-_j.  10  fr. 

— —  Moyen  dfapprendre  à  compter  sûrement  et  avec  facilité;  Ouvrage  posthume, 
deuxième  édition,  in-i a.  1   fr.  5o  c. 

CONNAISSANCE  DES  TEMS  à  l'usage  des  Astronomes  et  des  Navigateurs  , 
publiée  par  le  Bureau  des  Longitudes  de  France,  pour  l'année  iSi  7 ,  avec  Addi- 
tions, broché.  6  fr. 

Id. ,  pour  i'année    1817  ,  sans  Additions. 


Vu. 


Id. ,  pour  l'année  1818,  avec  Additions. 

Id. ,  poiu  l'année  1818,  sans  Additions.  4  ''• 

Id.  ,  pour  1  année  l8tg,  avec  Additions.  G  fr. 

Id.  ,  pour  l'année   l8icj,  sans  Additions.  4  fr« 

On  peut  se  procurer  la  Collection  complète  ou  des  années  séparées  de  cet 
>"  o.i  rage,  depuis  17G0  jusqu'à  ce  jour. 

UQRD1ER  (Ednrèd),,  Insirit  steffr.  L'Abeille  française,  2  \ol.  in-3.  0  fr. 


C'5  ) 

CORDIER.  Mémorial  Je  Théodore,  in*$.  i  fr.  »5  t. 

Préparation  Ji  rétude de  la  Mythologie,  in-S. ,  :Si<*>.  3  (r. 

COUSIN.  TRAIT,';  ELEMENTAIRE  de  l'Analyse  matfaénniîqse  ou  A'AIi  èbre  , 

— -TRAITÉ  OU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL et  migrai,  avoln>4.,  6 fil 

D'ABREU. PRINCIPES  MATHÈMATIQUESde feu  Joseph-Anastase cla  Cnnha, 
Professeur  à  l'Université  de  Coimbre  (comprenant  cens  de  I  Arithmétique,  dé- 
jà Géométrie,  de  V Algèbre,  de  ion  application  à  la  Géométrie,  et  du  Calcul 
différentiel  et  intégral  ),  traités  d'une  manière  cntièicraent  nouvelle  ,  traduit  litté- 
ralement du  portugais ,  in-S.  .  1816.  5  fr» 

D'ALEMBERT.     Collection  complète  de  sos  ouvraçres  sur  les  Mathématiques.) 

D'ARÇON.  De  la  force  militaire  considérée  dans  ses  rapports  conscrvateuis ,  un 
toJ.  in-S.  S  fr. 

DAUBE.  Essai  d'Idéologie,  in-S.  \  fr. 

D  AL  Bl  ISSON.  Mémoire  sur  les  Basaltes  rie  la  Saxe,  accompagné  d'obser- 
vations sur  l'origine  des  Basaltes  en  général .  In  à  la  Classe  île»  Sciences  physiques 
el  mathématiques  de  l'Institut  national,  an  Al,  in-S.  3  fr. 

DAULNOY.  Calcul  des  Intérêt*  de  toutes  les  sommes  à  tous  les  taux,  et  pour 
tous  les  jours  de  Tannée,  etc.  t   fr.  £0  c. 

DÉFENSE  D'ANCONE  et  des  Dépmcmcns  romains,  le  Tronto,  le  Musone  et  le 
Metauro,  par  le  général  Monnier,  aux  années  7  et  y,  2  vol.  in-8.  10  fr. 

DELAISTRE  ,  ancien  Professeur  à  l'Ecole  Militaire  de  Paris.  Encyclopédie  de 
l'Ingénieur ,  ou  Dictionnaire  des  Ponts  et  Chaussées,  3  vol.  in-S.,  avec  un  vni. 
de  pi.  ,   in-4.  48  f-. 

DELAMBRE  ,  Secrétaire  perpétuel  de  l'Institut ,  Membre  de  la  Légion-d'Honnem , 
Trésorier  de  l'Université  royale  de  France,  etc.  TRAITE  COMPLET  D'AS- 
TRONOMIE THEORIQUE  ET  PRATIQUE,  3  vol.  in-4.,  avec  agplanch., 
1814.  Go  fr. 

Ni  ta.   Cet   ouvrage  est  sans  contredit  le  meilleur   Traité  <V Aï'rnn^mie  et  lc- 

plus  complet  qui  ait  encore  paru  ;  il  remplace  ceiui.de  Lalande  qni  est  épuisé. 

Abrégé  du  même  Ouvrage,  ou  LEÇONS  ÉLÉMENTAIRES  D'ASTRO- 
NOMIE THEORIQUE  ET  PRATIQUE  données  au  Collège  de  France, 
un  vol.  in-S.,  avec  14  planch. ,  181 3.  t<->  fr. 

MÉTHODES  ANALYTIQUES  pour  la  détermination  d'un  arc  du  Méridien. 

Paris,  an  -,  vo-\.  (j  fr. 

TABLES  ASTRONOMIQUES  publiées  par  le  Bureau  des  Longitudes  de 

de  Erance.  Première  partie,  Tables  du  Soleil  pur  31.  Delambre;  Tabies.  de  la 
Lune  par  M.  Bûrg,  \n-\.  ,  18  fi  iS  fr. 

TABLES  ASTRONOMIQUES  publiées  par  le   Bureau  des  Longitudes  de 

France;  nouvelles  Tables  de  Jupiter  et  de  Saturne  calculées  d'après  la  théor:  : 
de  M.  Laplacc,  et  suivant  la  division  décimale  de  Tangie  droit ,  par  M.  Bouvard  , 
in-).  q  fr. 

TABLES  ASTRONOMIQUES  du   Bureau  des   Longitudes;  Tables  écbp- 

tiques  des  Satellites  de  Jupiter,  d'après  la  théorie  de  M.  I... place  et  la  totalité 
des  observations  faites  depuis   16S3  jusqu'à  Tan  1802,   par  M.   Delambre ,  in-j   , 

—  TABLES  DE  LA  LUNE  [voyez  BURCKHARDT.  ) 

Base';  du  Système  métrique",  3  vol.  in- f.  [Pojrez  BORD  A.  )  CG  fr. 

DELAMETHERIE,    Professeur  au  Collège  de  France,  Rédaclenr  du  Journal  de 

Physique,  etc. CONSIDERATIONS  SLR  LES  ETRES  ORGANISÉS,  a 
in-S.  ,  13  fr. 
DE  LA  PERFECTIBILITE  et  de  la   dégénérescence  des  Etres  organises, 

formant  le  tome  3~  des  Considérations  sur  les  Eues  organisés,  1  vol.  in-S.  fi  fr. 

DE  LA  NATURE  DES  ETP.  ES  EXISTANS  ,   1   vol.  in-S.  fi  fr. 

LEÇONS  DE  MINERALOGIE  données  au  Collège  de  Fiance  ,  2  vol.  in-8., 

1813.  '  14  fr. 

LEÇONS  DE  GEOLOGIE  données  au   Collège  de  France,  3   vol.    in-8., 

iSifi.    *        ,  18  fr. 

DELAU,  DECOUVERTE  DE  [/UNITE  et    généralité  de  principe,  d'idée  ■ 
d'exposition  delà   Science    des  Nombres,  son  application  positive  et  régulière  à 
l'Algèbre,  à  la  Géométrie,  et  surtout   à  la  pratique,  aux  dtveloppeinens  ci   S 
l'extension  du  précieux  système  décimal,  etc.  3  fr. 

DELUC.  TRAITE  ELEMENTAIRE  DE  GÉOLOGIE,  in-S.,  1800.  5  fr. 

DES.TUTT-TRACY,   Pair  de  Erance,   Membre  de   l'Institut.   ELEMENS D'I- 
DEOLOGIE ,  4  vol.  in-S.  32  fr . 
Chaque  volume  se  vend  séparément .  sivoir  : 

— —  IDEOLOGIE  proprement  dite ,  in-S- ,  2e  édition.  5  l". 
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DESTUTT-TIIÀCY.  GRAMMAIRE ,  in-8.  5  Cr. 
I.OGIOl  K.  in  8.                       .  6  fr. 

IRAI  1  É   DE  LA  VOLONTE  ET  DE  SES  EFFETS,  |*  et  5*  Partie», 

i     8     r  ;  *  6  fr. 
PKIKCIP1  5   U    ("-I  Jl  'Ec,  on  Recueil  de  fails  relatifs  à  Tint.  'lligencé  Imiuaine, 

DEV1  ÏS  DE  GÉOMÉTRIE ,  avec  lignes ,  seconde  édition  ,  în-8.] 

iSi(i.  fi  fr. 

n-8.                                                                                                     4   fr* 

J '/   -".  '/ 1  /tuteur. 

|  irda  Lycée  de  Versailles.  GRAMMAIRE 
PHILOSI  [ne,  !..  Logique  in  un  seul  corps  de  doc- 
trine ,  u  roi.  .    -  7  fr. 

■ ii  lité  <lu  Si\  1<*  ,  -i  roi.  in-8.                                                                                   <.)  fr. 

NIS-DU-i;  TRAITE  DES  MOUVEMENS  APPARENS  DES 

CORPS  CEI  -  a  yol.  in-  j.  48  fr. 

Essai  sur  les  Phénomène*  ,  etc.,  in-8.  (>  fr. 

ÏJRl  ET.  Mémoire  6ur  différentes  questions  relatives  à  la  Physique  générale,  in-8., 
i  Mi  i .  i  fr.  2;"i  c. 

DUBOURGUET.  Traité  de  Navigation,,  Ouvrage  approuve  par  l'Institut  de 
France,  et  mu  à  la  portée  de  tous  les  Navigateurs,  180b,  \n-.\.  ,  avec  figures  et 
tableaux.  22  fr. 

Traités  élémentaires  de  Calcul  différentiel  et  de  Calcul  intégral ,  indépen- 

dans  de  tout-.s  nsiions  de  quantités  infinitésimales  et  de  limites  -,  Outrage  mis  à 
la  portée  des  Commençons,  et  où  se  trouvera  plusieurs  nouvelles  théories  et  mé- 
thodes fort  simplifiées 'd'intégrations,  arec  des  applications  utiles  aux  progrès  des 
Sciences  exactes ,  2  vol.  in->s.  it>  fr. 

DUCHATELET.  Principes  mathématiques  de  la  Philosophie  naturelle,  2  vol. 

in  j.  ....   24  *'• 
liFST.    f'ues  nouvelles   sur   les  Courans  d'eau,  la  Navigation  intérieure  et 
1 1  Marine  .  in-  .  ,  1  >  >3.  »  4  *' • 
DUFRESNE.   Barréme,  ou  Comptes  faits,  pour  lesachats  et  ventes d'eau-de-vie, 
in-8-                                                                          ,                                   a  fr-  5o  c. 
DUWN,   Capitaine   du   Génie    maritime ,   etc.  DÉVELOPPEMÉNS  DE   GÉO- 
MÉTRIE .  avec  des  applications  à   la  stabilité  des  vaisseanx,   aux  déblais  et  rem- 
blai» ,   au  défilement,  a  l'optique,  etc.  ,  pour  faire  suite  à  la  Geormtric  descrip- 
tive et  ■  I'  Géométrie  analytique  de  M.  Monge,  in-.j.,  avec  plaoch.,  181 3.  i5  lr*. 
ESSAIS  SUR  DÉMOaTHÈNES   et  sur  son  éloquente,  contenant   une  tra- 
duction des  Harangues  pour  Olyuthe,  avec  le  texte  en  regard;  des  considérations 
sur  le>  béantes  des  pensées  et  du  style  de  l'Orateur  athénien ,  in-8.,  1  t>i  4-       4  ^r> 

Du  rétablissement  de  C  Académie  de  Marine  ,  in-8. ,  iôi5.  1  fr.  5o  c. 

Tableau  de   V Architecture   navale   militaire,  analyse,   etc>in-4.,    i8i5. 

1   fr.  5o  c. 

DEPITS.  MÉMOIRE  EXPLICATIF  DU  ZODIAQUE  chronologique  et  my- 

\ogique%  Ouvrage  contenant  le  tableau  comparatif  des  maisons  de  la  Lune 

chez  les  liifFerens  peuples  de  l'Orient,  et  celui  des  phîs  anciennes  observations  qui 

.-V    lient,  d'après   les  Egyptiens,  les  Chinois,  les  Perses,  les  Arabes,   les  Chal- 

rleens  et  les  Calendriers  crées.  in-4»,.  iSoti.  6  fr. 

Dl  PI  IS.     ANALYSE    iGUSONNEE   DE  L'ORIGINE  DE    TOCS    LES 

CULTES,  on  Religion  universelle  ;  sur  l'ouvrage  publié  eu  Tan  III,  vol.  in-8.  3  fr. 

Dl  HAND.  Statique  élémentaire,  on  Essai  sur  1  état  Géographique,  physique  et 

îque  de  la  feuissej  Ouvrage  consacre  à  l'instruction  de  lu  jeunesse,  \  vol. 

{a-*.   '  12  fr. 

DUTENS.  Analyse  raisonnéedes  principes  fondamentaax  de  l'Economie  politique, 

in-8  3  fr. 

S  ILLARD.  RECHERCHES  SLR  LES  RENTES,  les  Emprunts,  etc.,  in-.L  , 

6  fr. 

ANALYSE  ET  TABLEAU  de  l'influence  de  la  petite  vérole  sur  la  mortalité 

à  chaque    âge,  et  de  celle  qu'un  préservatif  tel  que  la  vaccine  peut  avoir  sur  la 

copulation-  'évité,    1806,  in-4-  10  ir. 

de  V Ivresse t  nonv,  édit ,  lie.,  in-12.  t  fr.  5o  c. 

_  •  de  Voltaire,  par  Laharpe.  in-S.  1  ir-  5o  c. 

El  LER.  ÉLÉMEKS  D'ALGÈBRE,  nonv.  édit. ,  1807,  2  vol.  in-8.  12  fr. 

Cette  édit.  est  la  meilleure  et  la  pins  complète  qui  ait  encore  paru.  La  première 

F  ai  lie  eonlient  l'Analyse  déterminée,  revue  et  augmentée  fie  Notes  par  M.  Garnier 
«a  deuxième  partie  contient  b  indéterminée,  revue  et  augaicctc'e  de  j\otti 

p  ir  M.  Lagrange,  Stnateur,  Membre  de  l'Institut,  cîc. 
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EULER.  LETTRES  A  UNE  PRE  I     SSE  D'ALLEMAGNE,  sur  di  ers  sujets  de 
Physique  et  de  Philosophie ,  nouv.  édit.,  conl  l'édition  <  de  Saint- 

PctersDonnt ,  1   vue  e|  augmentée  de  l'Eloge  dl     !  1  par  €iondorcet,etde  di  erseï 
ISotcs  par  M.  Labey ,  Docteur  ès-Sci     *i      l'Université,  ex-Instituteur  à  l'Ecole 
Polytechnique,  etc.,  2  forts  vol.  in-S.  de  1180  paj,'.,  im|  rimes  en  caractère  neuf 
dit  Ciccro  gros-œil,  et  sur  pap.  cane  fin,  a\ec  le  portrait  Je  l'Auteur,    1 
broches.  i5  fr. 

■ Et  papier  vélin  ,  dont  on  a  tiré  quelques  exemplaires.  3<.  fr. 

Ihtroductio  in  Analysin  infinitorum  ,  1  vol.  in  j.  34  fr. 

Et  t<>us  lei  autre*  Ouvrages  de  cet  Auteur. 

FISCHER.  PHYSIQUE  MÉCAW]  E,  traduite  de  l'allemand,  avec  des  Notes 
de  M.  Riot,  in £.,  seconde  edit.,  181J.  G  fr. 

FLEL  RiEl  ,  Membre  de  Pli  stitntnati  mal  des  Sciences  et  des  Arts,  et  du  Bureau  des 
Longitudes,  etc.  VOY  AGI  Al  TOI  RDI  ifONDE,  pendant  les  années  1790, 
\-<;\  et  1  -\;  ) .  pai  ETIENNE  MARCHAND,  précédé  «Tune  Introduction  lusto- 
rique;  auquel  on  a  joint  des  Recherches  sur  les  Terres  australes  Je  DrAe,  et 
un  Examen  critique  dn  Voyage  de  Ropgeween ,  a- e<:  Cartes  et  Figures-  par 
P.  C  Cla:.i:t  I  lcurieo,  Membre  de  l'Institut  national  dea  Sciences  et  des  Arts, 
et  du  Bureau  d<  s  Longitudes,  etc.,  .4  vol.  i  .-4-,  leiorj.  4°  fr* 

Le  même  Ouvrage,  5  vol.  in-8. ,  avec  Atlas  iu-4-  ïj  fr. 

fppli cation  du  Système  métrique  et  dccimal  à  l'Hydrographie  et  aux  Calculs 

de  Navigation  .  i;.-  j.  5  fr. 

FLORE  NATURELLE  ET  ECONOMIQUE  DES  PLANTES  QUI  CROIS- 
Si .  N  r  A  L  X  ENVffi*  >NS  I  >E  PARIS,  au  nombre  de  plus  de  400  genres  et  de 

i|  o  espè  es,  contenant  rémunération  de  ces  Plantes,  rangées  suivant  L:  système 
dejussieu,  et  par  ordre  alphabétique,  leurs  noms  triviaux,  leurs  synonymies  fran- 
çaises,  leurs  descriptions,  les  endroits  ou  se  trouvent  les  plus  rares,  leurs  pro- 
priétés poni  les  alimens,  les  medieauens,  Vm  vétérinaire,  les  arts  et  métiers  et 
l'oinemctit  des  jardins  :  2e  t'dit. ,  augmentée  de  la  Flore  naturelle  et  de  24  planches 
tensement  gravées  j   par  une  Société  de  Naturalistes,  2  vol.  in-8.  de  plus  Je 

FOUïÊcKoY.  TABLMUX  SYNOPTIQUE  DE  CHIMIE,  in-fol.,  cart.  /g  fr! 

Analyse  chimique  de  l'Eau  sulfureuse  d'Enghien,  pour  servir  a  l'histoire  des 

11  sulfureuses  en  général,  in-S.  5  fr-. 

FRANÇAIS,   Professeur  à  ?>T..lz.  Mémoire  sur  le  mouvement  de  rotation  d'un 

corps  solide  autour  de  son  centré  de  masse,   m-j. .   i8i3.  2  fr  5o  c. 

FRANCHINI.    Mémoires    sui    l'intégration   des   Equations   différentielles,    in-4. 

1  fr.  5o  c. 
FRANCGETJR,  Professeur  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  Examinateur  des 
Candidats  de  l'Ecole  Polytechnique,  et;. 

1°.  COURS  COMPLET  DJ  ATIQUES  PURES,  dédié  h  S.  M. 

Alexandre  Ier.  Empereur  de  toutes  i?s  Russies;  Ouvrage  destiné  «i.x  Elèves  des 
ies  Normale  et  Polytechnique,  et  aux  Candidats  qui   se  ta] 

admis,  2  vol.  in-S.,  avec  planches.  ,  i5  t'r. 

?..  TRAITE  ELEMENTAIRE  DE  MÉCANIQUE,  a  l'usage  des  Lycées,  etc., 

3»!*É  I      in-8.,     ,  3fY. 

4".  L  ICONOGRAPHIE,  ouTRAl  lENTAIRE  T\'  5TRONOMIE,  a 

l'usage  des  personnes  [icu  versées  d  compagne  de  Pla- 

nisphères,   1  voi«  in-S.  "j  fr. 

FULTON.  ( Robert )  .Recherches  sur  L's  moyens  de  perfectionne!  les  Canaux- de 
navigation,  et  sur  les  nombreux  avantages  eus  petits  Canaux,  etc.,  ave  le  Sup- 
plément. 7  fr.  5o  c. 

FLRGEjNSEN.  (Urbain)  Hotl  ger.  Principes  généraux  dé  l'exacte  mesure  du 
temps   par  les   Horloges,    etc.    ■  l8o5,    i    ifOÎ.   «n-j.,   avec   atlas  d« 

19  planches.  3  )  fr. 

GARNIER,  ex-Professeur  à  l'Ecole  Polytechnique^  Doctejir  de  ta  Faculté  des 
Sciences  de  PI  nfocrsilé,  Profess  iqnes  al  militaire. 

COL  AS  COMPLET  DE      '  A  IE  S  ,   comprenant  :" 

i°.  TRAITE  D'ARITfiXÈTIQUE  à  Pusage  .les  Elèves  rta  tout  âge,  deuxième 
édition,  in-S.,  iS  S.  9  fr.<  5o  c, 

20.  EL  D'ALGEBRE  h  l'usage   des  Aspirans  a  l'Ecole  Polytechnique, 

troisième  édition  ,  in-8.,  181 1  ,  rev^t.  5  fr. 

3°.  Suite  de  ces  ;  1 .  2?  partie.  A      Sitïï  1.  Al  Jl  E,  nouvelle  t  lit.  , 

considérablement  augmentée  ,  in  -8. ,  1  S>  1 4-  ^J  'r- 

4°-  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE,  où  Application  g  :  l'Algèbre  à  la  Géométrie, 
seconde  édition,  revue  et  augmentée ,  uu  vol.  ÛJ-S^a'.Wc  l4P'*>  '8x3.     ô  fr.  5o  G« 
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ÇARNIER.  V.  LES  RÉCIPROQUES  DE  LA  GÉOMÉTRIE,  suivis  d'un  Rc- 
nicil  de  Problèmes  et  de  1  héorèmes  .  rt  di>  la  construction  des  Tables  irigonomc- 
triours .  in-8.  ,•>.<-  t. litinii ,  considérablement  augmentée,  1810.  *L.fr* 

6°.  ELEMENS  DE  GEOMETRIE,  contenant  Tes  deux  Trigonométries,  les  Élé- 
mens  de  la  Porygonométrie  et  du  levé  des  Plans,  et  l'Introduction  h  la  Géomé- 
trie descriptive,  an  vol.  in-8.,  avec  pi.,  1812.  5  fr. 

70.  LEÇONo  DE  STATIQUE  à  l'usage  desAspirans  à  l'Ecole  Polytechnique, 
un  toi.   in-8. ,  avec    1?  pi.  .  1811.      .  5  l'r. 

80.  LEÇONS  DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL,  3e  édition,  un  vol.  in-8.,  avec 

4  pi.  .1811.  ,  7  fr. 

ç,\  LEÇONS  DE  CALCUL  INTEGRAL,  un  vol.  in-8.,  avec  pi.,  1812.     7  fr. 

io#.  Discussion   des  Racines  i\vs   Equations    déterminées  du    premier   degré    h 

Srasieoxs  inconnues,  et  élimination  entre  deux  équations  de  degrés  quelconques  h 
eux   inconnues,   deuxième    édition..  1  fr.   Soc» 

GAUSS.  RECHERCHES  ARITHMETIQUES,  traduites  par  M.  Poulet- Dclislc  , 
Elève  de  l'Ecole  Polytechnique,  et  Professeur  de  Mathématiques  à  Orléans,  1  vftl. 
in-4. ,  180^.  18  fr. 

GIRARD,  Ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  Directeur  du  Canal  de 
l'Ourcq  et  des  eaux  de  Paris.  RECHERCHES  EXPERIMENTALES  SUR 
L'EAU  ET  LE  VENT  considères  comme  forces  motrices,  applicables  aux 
moulins  et  antres  machines  à  mouvement  circulaire,  traduit  de  l'anglais  de 
Smeaton  .  in-.j. .  avec  planches ,   1810.  9  fr. 

■  Traité  anal)  tique  de  la  résistance  des  Solides ,  et  des  Solides  d'égale  résis- 
tance,  in-4.  i3  fr. 

GIIîAUDEAU.  La  Banque  rendnc  facile  aux  principales  nations  de  l'Europe, 
•suivie  d'un  noir  eau  Traité  de  l'achat  et  de  la  vente  des  matières  d'or  et  d'argent  , 
avec  l'Art  de  tenir  les  Livres  en  parties  doubles,   1793,  in-4-  i5  fr. 

• Le  Flambeau  des  Comptoirs,  contenant  toutes  les  écritures  et  opérations  de 

Commerce  de  terre,  de  mer  et  deBauque,  nouvelle  édition,   corrigée  et  augm. , 

GIROD-CHANTRANS.   ESSAI  SUR  LA  GÉOGRAPHIE  PHYSIQUE ,    le 

climat  et  l'histoire  naturelle  du  département  du  Douhs,   a  vol.  in-8.  10  fr. 

GOUDIN  (Œuvres  de  M.  B.  ),  contenant  un  Traité  sur  fjfc  propriétés  communes  k 
toutes  les  Courbes,  un  Mémoire  sur  les  éclipses  de  Soleil,  nouvelle  édition, 
in-4-  7  fr.  5o  c. 

GRASSET-SAINT-SAUVEUR.  L'ANTIQUE  ROME,  ou  Description  histo- 
rique et  pittoresque  de  tout  ce  qui  concerne  le  peuple  romain  ,  dans  ses  costumes 
civils,  militaires  et  religieux,  dans  ses  mœurs  publiques  et  privées,  depuis  Ro- 
mulus  jusqu'à  Auguste;  Ouvrage  orné  de  5o  portraits,   j  vol.  in-4.  12  fr. 

MUSÉUM  DE  LA  JEUNESSE,  ou  Tableau  historique  des  Sciences  et  des 

Arts;  Ouvrage  orné  de  gravures  coloriées,  représentant  ce  qu'il  v  a  de  plus  in- 
téressant sur  V Astronomie,  la  Géologie,  la  Météorologie,  la  Géographie,  les 
trois  lègues  de  la  Nature,  les  Mathématiques,  la  Mécanique,  la  Physique,  etc.  , 
un  gros  vol.  in-4-,   renfermant  a  4  livraisons  ,    1812.  80  fr. 

GUYOT.  Récréations  de  Mathématiques,  nouvelle  édition,  3  vol.  in-8-,  avec 
100  ficmres.  18  fr. 

HACHETTE ,  rx-Profcssenr  a  l'Ecole  Polytechnique.  PROGRAMME  D'UN 
COURS  DE  PHYSIQUE,  ou  Précis  des  Leçons  sur  les  principaux  phénomènes 
de  la  nature,  et  sur  quelques  applications  des  Mathématiques  à  la  Physique,  in-8., 
1809.  5  fr  5o  c. 

Traité  des  Surfaces  du  second  degré ,  in-8.  ,  i8i3.  t\  fr.  5o  c. 

Traité  élémentaire  des  Machines ,   1  vol.  in-4.,   avcc  ^8  pi. ,  l8rr.  20  fr, 

■ Corresjjnndance  sur  l'Ecole  Polytechnique ,  premier  volume,  contenant  10 

Numéros,    in-8.  12  fr. 

Idem ,  tome  II,  comprenant  cinq  Numéros,   avec  pi.  12  fr. 

laem%  tome  DI.  comprenant  trois  Numéros,  avec  pi.  12  fr. 

On  vend  séparément  chaque  Numéro  et  chaque    Volume. 

HASSENFRATZ.  Cour*  de  Physique  céleste,  seconde  édition,  avec  29  plane, 
1  vol.  in-8.  7  fr.  5o  c. 

HATCHETT,  Membre  de  la  Sociâé  royale  de  Lond.es.  EXPÉRIENCES  NOU- 
VELLES ET  OBSERVATIONS  SUR  LES  DIFFKRENS  ALLIAGES  DE 
L'OR, leur  pesanteur  spécifique,  etc.,  traduites  de  l'anglais  par  Lerat,  Contrôleur 
du  monnoyage  à  Paris,  avec  des  Notes  par  Guytor^Morveau,  etc.  ,111-4.        9  fr. 

IIAL  Y,  Membre  de  l'Institut  et  de  la  Uégiou-rî'Honneur.  Traité  élémentaire  de 
Physique,    x  vol.  in-8-,   p<rp.  Vélin  fie  papier  ordinaire  esl  épuisé).  33  fr. 

—-TABLEAU  COMPARATIF  DES  RESULTAIS  DE  LA  CRISTALLO- 
GRAPHIE et  de  l'Analyse  chimique,  relativement  à  la  classification  des  Miné- 
raux ,  vol.  in-8.  5  IV.  50  c. 


(.9) 

HAUY.  Traité  de  Minéralogie,  4  vol.  in-4.  et  atlas.  66  fr . 

Essai  d'une  théorie  sur  la  structure  des  Cristaux,  in-8.  4  fr. 

HISTOIRE  DES  INSECTES  NUISIBLES  ET  UTILES  A  L'HOMME,  aux 
bestiaux,  h  l'agriculture,  au  jardinage  et  aux  arts,  avec  la  méthode  de  détruire 
les  nuisibles  et  de  multiplier  les  utiles,  cinquième  «lit. ,  1  vol.  in-10.  4  fr 

HISTOIRE  DES  PRISONS  DE  PARIS  et  des  Départemens,  contenant  des  Mé- 
moires rares  et  précieux  5  le  tout  pour  servir  à  l'Histoire  de  la  Révolution  française 
Ouvrage  dédie    à  tous  ceux  qui  ont  été  détenus  comme  suspects,    :\  vol.    in-12 
Ornés  de  8  figures,  1797.  12  fr 

HOMASSEL,  Elève  gagnant  maîtrise,  et  ex-Chef  des  Teintures  de  la  Manufacture 
royale  des  Gobelins.  COURS  THEORIQUE  ET  PRATIQUE  SUR  L'ART 
DE  LA  TEINTURE  EN  LAINE,  soie,  fil,  coton,  fabrique  d'indienne  en 
grand  et  petit  teint,  suivi  de  l'Art  du  Teintnrier-Dégraisscur  et  du  Blanchisseur 
avec  les  expériences  faites  sur  les  végétaux  colorans,  revu  et  augmente  par  Bouillon- 
Lagrange,  Professeur  et  auteur  d'unCours  de  Chimie,  r  vol.  in-S.,nouv.  édit.  5fr. 
(  Cet  Ouvrage  est   le  plus    pratique  et  le   meilleur   qui  ait  encore  paru  sur  la 

Teinture.  ) 

JANTET.    Traité  élémentaire  de  Mécanique,  in-8.  Q  fn 

JANVIER.  (  Antide  )  Manuel  Chronométrique ,  ou  pre'cis  de  ce  qui  concerne  le 
Tems,  ses  divisions  ,  ses  mesures,  leurs  usages,  in-18.,  fig.,  i8i5.  3  fr. 

•  Essai  sur  les  Horloges  publiques ,  etc.,  in-8.  3  fr 
JOURNAL  DE  L'ECOLE  POLYTECHNIQUE,  par  MM.  Lagrange,  Laplacej 

Monge,  Prony,  Fourcroy,  Berthollet,  Vauquelin,  Lacroix,  Hachette,  Poisson' 
Sganzin,  Guvton-Morvcau ,  Barruel ,  Legendre,  Haùy,  Malus. 

•  '      La  Collection   jusqu'à   la  fin  de  1816  contient  seize  Cahiers  in  4-    renfermes 
en   quinze,  avec  des  planches  ;  elle  comprend  Jes  ier?  2e,   3e;  4^  5e,  6e    -e    8e 
10e,  ne,  I2e}  i3e}  l^i  \be,  16e  et  17e  Cahiers.  '  ' cfi  fr! 

■  Chaque  Cahier  sépare  se  vend,  Q  fr# 

Excepte  les  ije  et  17e  Cahiers,  qu'on  rend,  o  fr 

Et  le  ,6e,  i  fr. 

Nota.  Il  n'existe  pas  de  9e  Cahier;  on  prend  la   Théorie  des  Fonctions    analy- 
tiques de  Laçranje  pour  former  ce  9e  Cahier  . 

JOURNAL  DE  PHYSIQUE,  DE  CHIMIE,  D'HISTOIRE  NATURELLE  et 

des  Arts ,  83  vol.  in--f  • ,  avec  pi.,  etc.  (  Vor.  à  la  fin  du  Catalogue.  )  iooo  fr. 

KRAMP,  Professeur  de  Mathématiques.  Elémcns  d? Arithmétlique  universelle 
in-8.-#   1808.  •  r  fr' 

F.léntcns  de  Géométrie,  in-8.  <-  fr 

LACAILLE.   LEÇONS  ÉLÉMENTAIRES  DE  MATHÉMATIQUES,    aug- 
mentées par  MARIE,  avec  des  Notes  par  M.  LABEY,  Professeur  de  Mathéma- 
tiques, et  ex-Examinateur  des  Candidats  pour  l'Ecole   Polytechnique;  Ouvrage 
adopté  par   l'Université  pour  renseignement  dans  les  Lycées,  etc.,  in-8.,  Gff. 
>8ll.  ^  "  6fr.'5o°c'. 

LACAILLE.  Leçons  d'Optique ,  augmentées  d'un  Traité  de  Perspective,  in-8 
seconde  édit.,  180t.  q  fr 

LACOUDRAYE.  Théorie  des  Vents  et  des  Ondes,  in-8.  4  fr.' 

LACROTX.  Membre  de  l'Institut  et  de  la  Léqion-d'Honneur,  Professeur  au  Collège 
royal  de  France,  etc.  COURS  COMPLET  DE  MATHÉMATIQUES  à  l'usage 
de  l'Ecole  centrale  des  Quatre-Nations  ;  Ouvrage  adopte  parle  Gouvernement  pour 
les  Lycées,  Ecoles  secondaires,   Collèges,  etc. ,  9  vol.  in-8.  38  fr.  5o  c. 

Chaque  volume  se  vend  séparément,  savoir  : 

TRAITE  ÉLÉMENTAIRE  D'ARITHMETIQUE,  i3e  é.iit.,  iSi3.      2  f, 

ELEMENS  D'ALGÈBRE,  n«  édition,  iSij.  4  fr' 

ELEMENS  DE  GÉOMÉTRIE,   loeédit.,  181^.  /  fr" 

TRAITE  ÉLÉMENTAIRE  DE  TRIGONOMÉTRIE  RECTILIGNE  ET 

SPHERIQUE,  et  d'Application   d'Algèbre  A  la  Géométrie,  6e  (dit      ï8i3.      4  f ,• 

COMPLÉMENT  DES  ELEMENS  D'ALGEBRE,  3*  dition.  4  fr' 

COMPLÉMENT   DES  ELEMENS  DE  GÉOMÉTRIE,  ou  Élémens  d* 

Geometri°  de^m'ptive  ,  4e  édit.,   1812.  3  fr 

—  TRAITE  ÉLÉMENTAIRE  DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  et  de  CalcuJ 

intégral,  '2e  édit.  ,  1816.  <-  f  r  5o  c 
-ESSAIS  SUR  L'ENSEIGNEMENT  en  général,    et  sur  relui  des  Mathéma'- 

tiques    en   particulier,   on   Manière   d'étudier    et  d'enseigner  les  Mathématiques  , 

1  vol.  in-8.  .  ?c  édit.,   1816.  5  fr 
TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  DU  CALCUL  DES  PROBABILITÉS,  in-8  ! 

181G.  5  fr! 

Ce  Cours  de  Mathématiques  ,  le  plus  complet  qui  existe  ,  est  généralement  adopté 
dans  l'instruction  publique. 

—-TRAITÉ  COMPLET  DU  CALCUL  DIÎFÉBESTIEL  ET  INTÉGRAL, 


(  to) 

V  édition,  revue  et  eonside'rahlenient  augmentée,   tome  I  et  II,  in-^.        4°  fr- 

Le  tonM  II,  qui  vient  de  p. h  dtre .  te  rend  séparément ,  ao  fr| 

\    Il  reste  encore  des  exemplaires  du  troisième  volume  de  la  première  édition 

'  t  0  e,  c  •mcnint  un   Traité  des    Différences  <•[  dei  Sénés,   ei  irai  peut 

compléter  ledit  Ouvrage,  en  al  emdaui  que  la  seconde  édition  il«-  te  troisième  volume 

soit  m  il  se  Tend  séparément ,  i5  tV. 

L.\<.  Membre  de     institut  et  du  Bureau  des  Longitudes  de  I  i   nce,  etc. 

MEC  INIQt  E  A  VU  A  riQI  E,  nouv.  édil. ,  revue  et  considérablemeni 

i  fcuteur,  j  vol.  in- j. .  1811  ei  il 

rHÉORIl  CTIONS  frIQUES,  contenant  les  principes 

du  Calcul  différentiel,  dégagés  «le  tonte  considération  d'infiniment  petits,  d'éva- 
nouissant, de  limites  <-t  de  fluxions,  et  réduite  à  l'Analyse  algébriques  des  quan- 
tités finies,  uout.  «ut.,  revue  et  augmentée  pai   l'Auteur,  i  n-  j . ,  ibi3.  i5fr. 

i  I ■■(  03NS  M  R  LE  CA1  CL  L  DES  FONCTIONS,  nom.  édition,  revne, 

tt    augmentée,   in-8.,  i8n(ï.  (i  IV.  5o  c. 

—  "    LA  RES  >El  TiON   Dl  S  h  [UATIONS  NUMERIQUES  de  tons  les 

ec  des  Notes  sur  plusieurs  points  V  1  >  tJn  ■  h  ie  des  î  Iquutions  odgébi  iques , 

in  j  .    i8o8,  nouvelle  édition ,  revue,  corrigée  et  considérablement  augmentée; 

Ou  lopté  par  IL  niversîté  poni  l'enseignement  dans  les  Lycées.  12  fr. 

LAGRIVE.  MANUEL   DE   TRIGONOMETRIE   PRATIQUE,  revu  parles 

Professeurs  du  Cadastre,  MM.  R<  vnand  ,  Haros,  Plausol  et  Bozon ,  et  augmenté 
des'J  '    igarithnies  à  l'usage  des  Ingénieurs  du  Cadastre,  î  v.  in-8.       7  fr. 

LA  HARPE.    ffélanie,  ou  la  Religieuse,  in-itf.  1  fr.  5o  c. 

LALANDE.  TABLES  Dl  s  LOGARITHMES  pour  les  nombres  et  les  sinus,  etc. , 

re  d  ipai  M.REY3S  \l  D,  Examinateur  des  Candidats  de  l'Ecole  Polytechnique, 

I  Ométrie  analytique,  par  le  même  ,  1  vol.  in-18.        2  fr.  5o  c. 

Abré§  .   cation   historique,  théorique  et   pratique,  avec  des  Tables 

horaires  pour  connaître  le  temps  vrai  par  la  hauteur  du  soleil  et  des  étoiles  dans 
tons  les  temps  de  l'année,  etc.,  in-4-  24  fr. 

HISTOIRE  CELESTE  FRANÇAISE,  in-.i.  18 fr. 

BIBLIOGRAPHIE    ASTRONOMIQUE,  in-4.  3o  fr. 

LANGLET-DUFRESNOY.  Principes  de  l'Histoire,  pour  P  éducation  de  la  jeu- 
nesse, etc.  Amsterdam,   1760,  6  vol.  petit  in-8.  32  fr. 

I  S  et  BETANCOCRÏ.  Essai  sur  la  composition  des  Machines,  in-4. ,  avec 
12  nlanch.,  1808.  12  fr. 

L  \Y\.  \i CE  Pair  de  France,  Grand-Officier  de  la  Légion-d'Honnem .  Membre  de 
l'Institut  et  du  Bureau  des  Longitudes  de  France,  etc.  TRAITÉ  DE  MECA- 
TWOl  E  '  >TE,    |  vol.  in-j..  avec  trois  Supplémens.  6*6 fr. 

> Le  quatrième   volume  de  cet  Ouvrage,   qpi  contient  de  plus  la  Théorie  de 

I  Action  capillaire  et  un  Supplément  faisant  suite  au  dixième  livre  de  la  Méca- 
.  se  vend  séparément  21  fr. 

Supplément  séparément.  3  fr.  5o  c. 

EXPOSITION   DU  SYSTÈME  DU   MONDE,    quatrième   édition,   revue 

et  augment. ,  in-{. ,  i8i3,  avec  le  portrait  de  J'Aptenr.  i5  fr. 
Le  même  <  )n                 •  vol.  in-8.  .  sans  portrait.                                                    12  fr. 

IHÉORIE  ANALYTIQUE  DES  PROBABILITÉS,  in-4.,  seconde  édit., 

i8tij   avec  \u)  Snpplément  imprimé  en  1*  20  fr. 

-^-ESSAI  PHILOSOPHIQUE  SUR  LES  PROBABILITES,  troisième  éd il., 
in  S  ,1816.  3  fr. 

I  OCHEFOUCAULT-LIANCOURT.    Voyage  dans   les    Etat-Unis   d'Amé- 

rique,   1  ~<p-   </>.  97 1   8  vql.  in-8.         ,  3o  fr. 

SALE.  HYDROGRA1  a  tontes  les  parties 

du  pilotage,  à  l'usage  des  Élèves  ou  Aspirons  de  la  Marine  militaire  ou  mar- 
cha  »de  .   in  (i  fr. 

L  \sî   !  nens  d'Arithmétique ,  in-8.  2  fr.  5o  c. 

I  philosoplùques  de  Newton ,  in-^.  12  fr. 

!  1  en  chef  du  département  d'Ille-et-VilIaîne.  N0U5- 

W     TRAIT!    I  DE  LARPEï  ;e  des  per- 

sonnes qui  s;-  destinent  à  la  mesure  ries  terrains  et  au  levé  des  plans  et  nivellement, 
t  ne  édil. ,  revueet  augment»  ■.  3  vol.  in-8.,  181 1 ,  avec  a5  plane  12  fr. 

(  sai  1  contredit  le  meilleur  Traité  d'Arpentage  et  le  plus  complet  qui  ait  en- 
core ; 

i  t\ANÇOIS.  ESSAIS  i  :  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE,  seconde  édit., 
revue  ei    lugmentée,   1  vol.  2  fr.  5o  c. 

LEG1  .  Memhre  de  l'Institnt  et  de  la  Légion-d'Honnenr.  ESSAI  SUR  LA 

THÉORIE  DES  NOMBRES,  deuxième  édit. ,  revue  et  considérablement  aug- 
mentée,   1  vol   in-  j. ,  avec  !r  5  Mt  imprimé  en  1S1G.  2i  ft. 

—  -  Le  Supplément  se  vend  léparénifent,  3  fr« 


(  Il  ) 

LEGENDRE.  WrtuvelU  mètlwde  pour  la  détermination  des  0rr>ite5  des  Comète, 
avec  un  Supplément  contenant  divers  perfecUonnemens  de  ces  méthodes,  et 
leur  application  ;»ux  deux  Comètei  de  i8o5,  i8o(i,  i/i-'î-  ti  tr. 

Exercices  de  Calcul,  intégral  sot  divers  ordre*  de  Transcendantes  et  sm  Ici 

Quadratures,  avec  quatre  Suppfémens,  iu-Jj-  \'\  *,r" 

— -L.  son  lire  Snpplémens,  imprimés  en  i8i$et  1816,  se  vendent  séparément,  a6  lr. 

■  Flén  ()r,  métrie,    in-8.  u  *r» 

LEGENDRE  Arithméticien  I  arithmétique  en  sa  perfection .  mise  en  pratique 
selon  Pasage des  Financiers,  Banquiers,  etc.,  i  vol.  in-12,  ts  3  tr. 

Nota.  Cet  Ouvrage  n'est  pas  du  même  auteur  que  les  précédens. 

I  I  [BMÏZ,  Opéra,  6  vol.  in-4.  ,  .  7*fr- 

Le  M  tu  les  Usages  de  Tannée,  Poémeen  16  chants,  in-  8.         4  ^r* 

:  v  IMJ.  Essai  sur  ses  Ouvrages  Physico-Mathématiques,  avec 

des  fragmens  tires  <le  ses  mann  ppdrtés  d'Italie,  par   J.iB.  Venturi,    Pro- 

nr  <!c  Physique  a  Modène,  in-'j.     ,  2  lr-  5o  c. 

LEPAUTE,  Horlogei  du  Roi.  TRAITÉ  D'HORLOGERIE,  contenant  tout  ce 
qui  est  nécessaire  pour  bien  co  maître  et  pour  régie]  les  Pendules  et  les  Montres, 
Ja  description  des  pièces  d'Horlogerie  les  plus  utiles,  etc.,  volume  in-4  »  atee 
in  planches,  1767.  24  ir- 

LEPIUSUR-D'APLÎGOT.  L'Art  de  la  Teinture  de»  fils  et  étofFes  de  coton, 
'ii-i a«  >  fir.  80  c^ 

LIRES,  Professeur  de  Phvsiqne  au  Lvcée  Charlemagrie,  h  Paria  j  etc.  HISTOIRE 
PHILOSOPHIQUE  DES  PROGRÈS  DE  LA  PHYSIQUE,  4  vol  iu-8. , 
t   11  et  1814.      x  a»  lr- 

Le  «nairième  volume,  qui  vient  de  paraître,  se  vi  rément.  5  fr. 

TRAITÉ  COMPLET  ET  ÉLÉMENTAIRE  DE  >UE,  seconde 

édition,  revue,  corrigée  et  considérablement  augmentée,  3  vol.  in-8.  avec  fig., 
i8i3.  ,  lS  tr- 

ISota.  Tous  les  Journaux  et  les  Savans  en  général  ont  fait  le  plus  grand  éloge  de 

ces  deux  Ouvragés. 

LIDOKKE.  labiés  de  tous  tes  Diviseur*  des  nombres  calculés  depuis  un  jusqu'à 
cent  deux  mille,  in-8.,   1808.  o  fr. 

Al.'.JJ-H-kIRAZv  ISFLUENCE  DE  L'HABITUDE  sur  la  faculté  de  penser; 
ouvrage  qui  a  remporté  le  prix  sur  cette  question  proposi  p.  r  la  Classe  des  Sciences 
morales  et  politiques  de  lTustiiut  national  :  Déterminer  quelle  est  l'influence  de 
l'habitude  sur  la  faculté  dépenser,  ou,  en  d'autres  ternies,  faire  voir  reflet  que 
produit,  sur  chacune  de  nos  facultés  intellectuelles,  la  fréquente  répétition 
mêmes  opérations ,  1  vol.  in-S,  D  ir- 

MAIRE  et  BOSCOVISCH.  Voyage  astronomique  et  géographique,  inr4-  12  fr. 

MAML1LS.  Astronomicon,  libri  eminerne ,  édit.  Pingre,  a  vol.  in-8.  12  fr. 

MARCHAND.  Voyage,  etc.  (Voyez  FLEURIEU). 

MARÉCHAL  (le)  depoebe,  qui  apprend  comment  il  faut  traiter  un  Clieval  en 
voyage,  et  quels  sont  les  aedaens  ordinaires  qui  peuvent  lui  arriver  en  route,  etc., 
in  18  ,  avec  figures.  2  fr.   So  c. 

MASCHEROîiL   Géométrie,  du  pompas,  in-8.  7  fr. 

PROBLÈMES  DE   GÉOMÉTRIE  résolus  de  différentes  manières,  traduit 

de  l'italien  ,    roi.    in-8.  ,  3  fr. 

MAUDRL.  ELEMENS  RAISONNES  DE  LA  LANGUE  RUSSE,  ou  prin- 
cipes généraux  de  la  Grammaire  appliqué  i  i    Languerusse,  2  vol.  in-8.       12  fr. 

-Nouveau  Système  de  Lecture,  -i  vol.  in-8.  et  atlas.  _  9  fr. 

Elément  raisonnes  de  Lecture  ,  à  l'usage  des  Ecoles  primaires,  in-8.,  figures. 

1   fr.   5q  c. 

MAUDUIT.  Intmduction  aux  Sections  coniques  ,  pour  servir  de  suite  aux  Elé- 
mens  de  Géométrie  deM.  Rivard,  iu-8.  (et  autres  Ouvrapes  du  même  Auteur.)  3  fr. 

MÉMOIRE  sur  la  Trigonométrie  spbérique ,  et  son  application  à  la  confection  des 

les  marines  et  géographiques,  par  un  Officier  de  l'Etai  major  de  1  Armée  du 

!  ;;in.  1   &« 

MÉMOIRES  de  l'Institut  de  France.  (Collection  complète). 

MILLOT.  Tableau  de  l'Histoire  romaine;  Ouvrage  posthume  ,  orné  de  |8  figures 
qui  en  représentent  les  traits  les  plus  inléressans,  un  vol.  in-folio,  papier  m  lin, 
figures  avant  la  lettre.,  cartonné.  36  fr. 

MlSSIESSY  ,  Vice-Amiral.  Installation  des  Vaisseaux,  in-4.,  figures.       21   fr. 

Arrimage  de*  Vaisseaux,  in-j.,  iia,.  21   lr. 

MOLLET.  GNOMOKIQUE  GRAPHIQUE,  ou  Méthode  élémentaire  de  TRA- 
CER LES  CADRANS  SOLAIRES  sur  toutes  sortes  de  plans  ,  sans  aucun  calcul, 
et  en  ne  faisant  usage  que  de  la  règle  et  du  compas,  in-8.,  181  j.  avec  ptaûch. , 

1   fr.  iSo  c. 

-r—  Etudes  du  Ciel,  ou Counaissancc  des  Phénomènes  astronomiques ;  iu-8.  6  ir. 


(  l«  ) 

NONGE,  Sénateur.  TRAITE  EEEMI  M  \I?,E  DE  STATIQUE,  a  l'usage 
des  Ecoles  de  la  Marine  ,  in-8.  ,  âncruième  édition,  revue  par  ML  Hachette,  Ins- 
tituti'ur  de  l'Ecole  Polytechnierao,  1810;  Ouvrage  adopte' par  l'Université,  pour 
renaeignement dans lei  !.\  3  lr.  a5  c. 

APPLICA1  ION  D!  1    \>  \IVM:A  LA  GÉOMÉTRIE,  à  Pusage  de  l'E- 

«olr  Polytechniqne,   in-j..  quatrième  édition,  lâog.  10  fr«  5o  c. 

GEO  ME  I  Mil   DES)  K1PTI\  I  •'.  Leçons  données  aux  Ecoles  Normales,  nouv. 

du. ,  avec  un  M  PPI  ÉMEN1  pai  M.  Ëachette,  m-A.,  i8u,  35 pi.  i5  fr. 

Le  Supplément  '■  la  Géométrie  descriptive,  par  M.  Hachette,  i  toi.  in-j-,  arec 

ii  manches,  m  vend  séparément,  f>  fr. 

•—Description  deCAn  de  fabriquer  les  Canons ,  in-.}.  Gg.  24  fr. 

MONRO.  Traité d'Osteoiogie,  traduit  de  l'anglais,  2  vol.  grand  in-folio,  car- 
totinfs  4°  fr- 

M<  ^R<  )Y.     //<  Aifc -.  faire  pratique  ,  in-S.  5  fr. 

MONTEIRO-DA-ROCHA ,  Commandeur  de  l'Ordre  do  Christ,  Directeur  de 
l'Observatoire  de  l'Université  de  Coimbre  ,  etc.  MEMOIRES  SUR  L'AS'IUO- 
NOMIE  PRATIQI  K.  trad  du  portugais,  par  M.  de  Mello,  in-4.,  1808.  7  fr.5oc. 

MONTUCLA.  HISTOIRE  DES  M  ATHÉMATHIOL  ES,  dans  laquelle  on  .end 
compte  de  leurs  progrès  depuis  leur  origine  jusqu'à  nos  jours;  où  l'on  expose  le 
tableau  et  le  développement  des  principales  découvertes  dans  toutes  les  parties  des 
Mathématiques  ;  les  contestations  qui  se  sont  élevées  entre  les  Mathématiciens,  et 
les  principaux  traits  de  la  vie  des  plus  célèbres.  Nouvelle  édition,  considerable- 
ment  augmentée,  et  Prolongée  jusqu'à  l'époque  actuelle ,  achevée  et  publiée  par 
Jérôme  de  Lalande  ,  \  vol.  in-^.,  avec  6g.  60  fr 

Nota.  Cet  Ouvrage  est  ce  qui  existe  de  plus  complet  jusqu'à  présentsur  cette  partie. 

MOROGLE.  lactique  navale,  ou  '1  rai  té  des  Evolutions  et  des  Signaux ,  in-j.. 
avec  fit;.  i5  lr. 

MOUSTALON.  Morale  des  Poètes,  où  Pensées  extraites  des  plus  célèbres 
poètes  Juins  et  français,   etc.,  in-12,    181G.  3  fr.  5o  c. 

Nécessaire,  (le)  ou  Recueil  complet  de  modèles  de  Lettres,  à  l'nsaee  des  per- 
sonnes des  deux  sexes;  suivi  de  la  Relation  d'un  Voyage  instructif  et  intéressant 
dans  toutes  les  parties  de  l'Europe,  2  vol.  in-12.  4  ^r- 

NEVEU.  Cours  théorique  et  pratique  des  Opérations  de  Banque,  et  des  nou- 
veaux poils  et  mesures,  in  8.  5  fr. 

NEWTON.  Arithmétique  universelle,  traduite  en  français  par  M.  Bcaudeux , 
avec   des  INotes  explicatives,  2    vol.  in-j.,  14  pi.  18  fr. 

(h'usrula  malliematica,  3  vol.  in-j.  36  fr. 

NIEUPORT.  Mélanges  Mathématiques ,  a  vol.  in-4-  2^  fr. 

A  ivelle  théorie  des  Parallèles  ,  avec  un  Appendice  contenant  la  manieic  de 
perfectionner  la  Théorie  des  Parallèles  ,  de  A.  :M.  Legendre,  in-S.  2  fr. 

ŒUVRES  DE  FRÉRET,  de  l'Académie  de6  Inscriptions  et  Belles-Lettres,  nou- 
velle édit. ,  ou  l'on  a  réuni  tous  ses  Ouvrages,  20   vol.  petit  in-12.  2  >  fr. 

ŒUVRES  DE  PLLTARQL'E,  traduites  par  M.  Amiot,  avec  des  Notes  de 
MM.  Rrottior  et  Vauvilhers;  nouvelle  édition,  revue,  corrigée  et  augmentée 
de  la  version  de  divers  fragmens  de  Plularque,  par  E.  Clavier,  :i~>  ^o!.  in-8.  , 
ornés  de  fignresen  taille-douce,  et  de  i36  médaillons  d'après  l'antique.     120  fr. 

PARISOT.  TRAITE  DL  CALCUL  CONJECTURAL,  ou  l'Art  de  raisonner 
sur  les  choses  futures  cl  inconnues,  in-4- ,  1S10.  i5  fr. 

PAJOT-DES-CKARMES.  L'Art  du  Blanchiment  des  toiles,  fils  et  cotons  de  tous 
genres,  1  roi.  in-S..  avec  8  phnehes.  5  fr. 

PERSO:>.  RECUEIL  DE  MECANIQUE  et  description  des  Machines  relatives 
■  l'Agriculture  et  aux  Arts,  etc.,  1  vol.  in~4-  ,  avec  18  planches.  ,  10  fr. 

POISSON,  Membre  de  l'Institut,  Professeur  de  Mathématiques  a  l'Ecole  Poly- 
technique et  ;i  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris  ,  et  Membre  adjoint  du  Rureau  des 
Longitudes.  TRAITE  DE  MÉCANIQUE,  2  vol.  in-8.  de  plus  de  5oo  papes 
chacun  .  avec  8  planches,  l8ll.  la  fr. 

Ce  Traité  de  Mécanique  ,  le  plus  complet  qui  existe,  a  été  adopté  par  l'Ecole  Poly- 
technique pour  l'instruction  des   Elèves.  Il  renferme,  en  outre  ,  les  notions, de   Sta- 
tique élémentaire  qu'on    exige  des  Candidats  qui  se  destinent  p  mr  ladite  Ecole   ou 
pour  l"Ec  'Je  Normale. 
POMMIES.  M  A  M  EL  DE  L'INGÉNIEUR  DU  CADASTRE,  contenant  les 

connaissances  théoriques  et  pratiques  utiles  aux  Géomètres  en  chefs  et  à  leurs  colla- 
borateurs ,  pour  exécuter  le  levé  général  du  plan  des  communes  du  Royaume, 
conformément  aux  Instructions  du  Ministre  des  Einanccs  ,  sur  le  Cadastre  de 
France  5  précédé  d'un  Traité  de  Trigonométrie  lectilignc ,  par  A.  A.  Reynaud, 
I.  vol.  in-4-.  1808.  12  fr. 

PORTALIS  fils.  Du  devoir  de  l'Historien,  de  bien  considérer  Je  caractère  et  le  génie 
fie  chaque  siècle ,  en  jugeant  les  grands  hommes  qui  y  ont  vécu,  2  fr. 
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POULET-DELISLE,  Professeur  de  Majtb<  manques  auLvréc  a  Orléans.  APPLI- 
CATK     ï  DE  L'AI  G]  BRE  \  LA  GEO  VIÉTRIE  ,  in- H. .  1806.  4  fr.  Soc. 

— -RECHERCHES  ARITHMÉTIQUES,  trad.  du  latin  de  Causa,  in-l     i8fr, 

PUISSANT,  Chef  de  Bataillon  auO>rf»  royal  des  Ingén  eurs-Géograpbes.  TRAITE 
DE  GÉ  ID1  i  E  ,  ou  Exposition  des  Méthodes  astronomique*  ei  trigonométri- 
qties,  appliquées  soit  à  la  mesure  de  !a  Terre,  soit  à  la  confection  du  canevas  n'es 
Cartes  et  des  PI  us,  i  vol.  in-j. ,  avec  8  planches,  i8o5.  18  fr. 

TRAITE  DE  TOPOGRAPHIE,  D'ARPENTAGE  ET  DE  NIVELLE- 
MENT, avec  deux  Supplément  contenant  la  théorie  de  la  Projection  des  Canes, 
in-4-j  Ouvrage  adopte  par  l'Université,  pour  l'enseignement  dans  les  Lycées, 
Ecoles  secondaires  ,  etc.  ~  iS  fr. 

Les  deux  Supplément  au  Traite  de  Topographie,  contenant  la  Théorie  de  la 

Pc  yection  des  C  irtes ,  se  vendent  séparément ,  G  fr. 

RECUEIL  DE  DIVERSES  PROPOSITIONS  DE  GÉOMÉTRIE  .  résolues 

ou  démontrées  par  l'Analyse, pour  servir  de  suite  au  Traite  élémentaire  de  l'An* 
plication  de  l'Algèbre  à  la  Géométrie  de  Lacroix,  in-8.  2  fr. 

——Le  même  ouvrage,  2e  édition,  considérablement  augmentée,  et  précédé  d'un 
PRECIS  Si  R  LE  LEVE  DES  PLAINS ,  in-8. ,1809.  6  fr.  5o  c. 

TRAITE  DE  LA  SPHÈRE  ET  DU  CALENDRIER  de  Rivard,  7e  édition, 

augmentée  des  INotes  (le  M.  Puissant,  in-8. ,  1816.  4  fr- 

PUJOULX.  Leçons  de  Physique  de  l'Ecole  Polytechnique,  in-8.  5  fr.  5o  c. 

QUARTIER  DE  RÉDUCTION  (nouveau)  à  Tus;  -e  des  Marins  ,  augmenté 
d'une  Instruction  abrégée  sur  la  manière  de  s'en  servir j  grand  Tableau  in-4- ,  très 
bien  gravé,  1814-  Prix  de  la  douzaine  en  feuilles,  G  fr. 

RAMATLEL.  Tactique  navale ,  in-^-  ,  avec  plancli.  3o  fr. 

RA.MOND,  Membre  de  l'Institut,  etc.  Mémoire  sur  la  formate  barométrique  de 
la  Mécanique  céleste,  et  les  dispositions  de  l'atmosphère  qui  en  modifient  les  pro- 
priétés ,  etc. ,  in-4* ,  1811.  i2fr. 

ÏIAY  MOND.  LETTRE  A  M.  YILLOTEAU  ,  touchant  ses  vues  sur  la  possibilité 
et  l'utilité  d'une  théorie  exacte  des  principes  naturels  de  la  Musique,  etc.  4  fr« 

ESSAI  SLR  LA  DÉTERMINATION  des  bases  physico-mathématiques  de 

l'Art  musical ,  etc. ,  in-8-  2  fr. 

HEUOUL..  JVotes  et  Additions  aux  trois  premières  sections  du  Traité  de  Navigation 
de  Bezout  j  in-8.  3  fr. 

Recueil  de  Tables  utiles  à  la  Navigation ,  traduit  de  l'anglais  de  Norie ,  par 
\iolaine,  in-8,  i8i5.  9  f r. 

Rcligiox  Ma  )   chrétienne  méditée,  6  vol.  in-T2.  18  fr. 

RESTAUX.  Principes  généraux  et  raisonnes  de  la  Grammaire  française,  nouvelle 
édition,  1  gros  vol.  in-12.  ,  2  fr.  5o  e. 

REYNALD,  Examinateur  des  Candidats  de  TEcole  Polytechnique.  COURS  DE 
MATHÉMATIQUES,  comprenant  : 

1°.  ARITHMETIQUE  ,  6e  édition  ,  in-8.  2  fr.  5o  c. 

20.  ALGÈBRE,  i^e  section,  3e  édition,  in-8-,  1810.  6"  fr. 

3o.   ALGÈBRE  ,  2e  section  ,  in-8.  ,1810.  5  fr. 

4°.  TRIGONOMÉTRIE  ANALYTIQUE,  précédée  de  la  Théorie  des  Loga- 
rithmes, et  suivie  des  TABLES  DES  LOGARITHMES  des  Nombres  et  des 
Lignes  trigonométriques  de  Lalande,  etc. ,  in-18.  2  fr.  5o  c. 

5°.  Arithmétique  à  l'usage  des  Ingénieurs  du  Cadastre,  in-8.  5  fr. 

0°.  Manuel  de  l'Ingénieur  du  Cadastre,  par  MM.  Pommies  et  Reynaud, 
in-/.  12  fr* 

70.   Traite  d'Arpentage  de  Lagrivc  ,  avec  les  Notes  de  Rcynaud,  in-8.  7  fr. 

JVotes  sur  Bezout ,  par  lieynaud. 
8*.  Arithmétique  de  Bezout ,  avec  les  Notes  ,  8e  édition  ,  in-8- ,   1816.  3  fr. 

90.   Géométrie  de  Bezout,  avec  les  Noies  ,  2e  édition  ,  in-8.  ,    181 2.  5  fr. 

io°.  Algèbre  et  application  de  P  Algèbre  à  la  Géométrie  de  Bezout,  avec  les  Notes, 
ce  ^  f 

RIVARD.  TRAITJ  DE  LA  SPHÈRE  ET  DU  CALENDRIER,  septième  édi- 
tion '  faite  sur  la  sixième  donnée  par  M.  de  Lalande),  revue  et  augmentée  de  Notes 
et  Additions,  par  M.  Puissant,  Officier  supérieur  du  Génie  ,  1  vol.  in-8.,  avec  3 
planches  bien  gravées,  181G.  4  ^r« 

110SAZ.  Élémens  théoriques  et  pratiques  du  Calcul  des  Changes  étran- 
gers, etc.  ,  1  vol.  grand  in-8.  ,  1809.  6  fr. 

ROSSEL.  (de)  Calcul  des  Observations  que  Von  fait  en  mer;  Ouvrage  faisant 
partie  /le  !  !  Navigation  de  Bezout,  le  tout  formant  un  vol.  in-8. ,  i8i4-  G  fr. 

ROY.  Elémens  cFÉquitation  militaire,  nouvelle  édition,  in-12.  2  fr.  5o  c. 

il L  ELLE.  Opérations  des  Changes  des  principales  place*  de  l'Europe,  in-8.    6  fr. 
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feUCHE  PTRAMIDA1  Méthode  de  conduire  les  Abeille»  4e  manière  le» 

rer  chaque  Minée  un  panier  [>loin  tic  cire  ou  rie  miel  .  outie  aa  moins  ui  es* 

saim.  <  •  .      -•-  it. ,  revue  ci  cons  déroulement  augm.  3  l'r. 

SACOMBE.  ELEMEJNSDE  LA  SCIENCE  DES  ACCOUCHE  MENS,  av.      a 

H   Maladies   îles    Femme»  et  de3   Enlans,    un  fort  vol.    in-8,   »Tec 

por; ,  5  l'r. 

— —  LA  LUCINIADEi   poème   en  dix   cliants  ,  sur  l'Art   des  Accouchemens , 

\  r-MARTIN.  F(  CT'  HOMO,  roi.  in-ia.  i  fr.  5oc.* 

LE  ?sOL\EL  HOMME.  (Noua  ne  pouvons  nous  lire  que  dans  Dieu  lui'- 

■téme,  et  nous  comprendre  que  dans  sa  propre  splendeur.  Eece  H  >mo,  page  ro  ) , 
roi.  m-4  4  'r* 

LE  CROCODILE,  ou  la  yueire  du  Bien  et  du  Mal,  arrite'e  sous  le 

de  Louis  XV  ,  vol.  m-8.  4    fr. 

SCOPPA,  Employé  extraordinaire  à  l'Université,  Membre  de  l'Académie  des   \r- 
,  rades,  d<  'rust>  de  Païenne,  etc.  LES  \  RAIS  PRESCfPl  S  DE 

LA  .  nn\  ,  développes  par  un  Examen  comparatif  entre  la  Langue 

itù!  l  française. 

(i  c  et  l'on  v  compare  l'accent,  <rui  est  1 1  source  de  l'harmonie  des  vers; 

la  nature,  la  versification  et  la  musique  de  ces  deux  langues.  —  On  y  fait  voir  Pa- 

najoj  entr'elles.  —  On  propose  les  règles  pour  composer  des  vers  ly- 

rienses,  et  les  mo]  éléi  rr  les  pi   grès  le  la  Musique  en  France,  etc. 

Tro  I.  m-8. ,  avec  56  planches  de  Mw  24  fr. 

Le   tome  lil,quivicut  de  paraître,  contenant  les  j'j  plauches  de  Musique,  se- 

■verni  séparément,  *  10  fr. 

l'nus  les  journaux ,  ainsi  que  l'Institut  de  France ,  ont  fait  le  plus  grand  elngc 
rie  cet.  (  ■■ 
Eléntens  de  îa  Grammaire  italienne  ,  mis  ?l  la  portée  des  Enfans  de  5  h  G  ans  ; 

Ouvrage  en  ~    en 36 Leçons , etc. ,  ete^,  in- 12.  1  fr. 

Seanrc*  d  s  Écoles  Normales,  nouv.  edif.,  1  >  \.  in-$.eti  v   de  planches.      &5  fr. 
SERVOIS.  Essai  sur  1  a  mode  d'exposition  des  Principes  du  Calcul  diffé- 

rentiel, 2  fr.  5o  c. 

SHAKSP1  i-      Play»  Tvith  fhe  corrections  ;x\à  illustrations   ofvàrious 

comment.»   tors,   fo  wich  a  re  added  notes  by  S. m.  Jouhson  and  G.  Steevens; 

a  Tvv-  .-  liton  .  wil  sarial  in  iex.  j3  vol.  .n-S. ,  Basil.,  180 1802.        90  fr. 

SIMPi  rhomasj  Élémens  </'  neotés  d'un  A 

rT  Arithmétique,  in-.s.  5  Ir. 

SMITH.  Traité  d'Optique,  traduit  de  l'anglais  par  Dm  ai-Leroy ,  in-4.  24  fr. 

-  Supplément  audit  Ir.iiîe.  par  le  même,  in-4.  10  fr, 

Cours  c  n  plet  d'Opi  nas  .  a  vol.  in-  j. ,  reliés.  ■;.  \  fr. 

iiOl  LAS.  Li  levée  des  Plans  et  l'Arpentage  rendus  faciles,  à  l'usage  des  Ar- 
penteurs,   1  vol  in-iJS..  ave.-  planch.  3  fr. 

f!    1  .  Barréme  des  Arbitrage*  et  des  Changes,  in-.S.  6  fr. 

pn  RECHEI  URES   SUR  LES   PRE- 

MIERS PRINCIPES  Dl  4fr. 

SI  UM  ELLE,  Répétiteur  à  l'I  1e.  eic.  MELANGES  D'ANA- 

LYSE GÉO  .  ET  ALGÉBRIQl  E,  1  gros  vol.  in-8.,  ..ver  8  plan- 

STIRLlCg."  ISAACl  WEWTOtfl  ENl  I  rIO  L  WE  ARl  '»/  TER- 

1  il  <)I!DJ  raitnr  iiliistra:io  cj  ist.em  tractalfis ,  in-8.  7I1.  5->  c. 

5UZ.AÎCNE,  Docteni    '•     v  '   thématiques  an  Lycée  Char- 

lemagne,  LES    MATrlEM  \  :  1- 

Ol  ES  ;  Oi  stiné  à  ser-. ir  de  guide  aux  jeunes  gen  %  suit  >nf  qui 

veulent  approfondi!  cette  Scien  e,  ou  qui  aspirent  à  être  admis  à  l'Ec<»l<  "\  >nnale 
on  à  l'Ecole  Polytechi  ires.  i8fr.  5oc. 

CI.  «que  -.olume  :>e  ven  avoir: 

Première  partie^  UJX  et  ARITHMÉTIQUE,  a"  édi- 

.  consideraMemen .  8.  fr. 

s        //Je  partie,   Al  r>  fr. 

Troisième  partir  .     I  1-8.  6  fr.  5o  c. 

TABLES   BAROMETRIQ     I  S     -  ramener  a   une  température  donnée 

les  liauieurs-du  Laroraèire  observées  à  une  température  quelconque  .  broch.  in  S., 

1819.  7  lr- 

TFDENAT.   Provisent   Ha   Ly  I  IENTAJ       ï 

D'ARITHMETIOI  T  RT  1»  \  fr. 

LEÇONS ELÊ>tENTAIRl  rRIE,  in-8. 

LECpiVS  El  .ÉM  F  VIA  II  T.  L'ALGÈBRl 

LA  Gi^O.MÉIRIE,  et  Çidcuis  diffûcoiîid  u  imégraj ,  2  toi  k-8.  8  fr. 
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THEVENARD  ,  Viee-Amïraî.  Mémoires  relatifs  à  la  Marine,  4  r.  st.  m-&.  3o  fr. 

THEVENEAU.  COURS  D'ARITHMÉTIQUE  à  l'usage  des  Ecoles  centrales  el 
du  Commerce,  il  ,  3  fr* 

THIOLT  aîné,  maître  Horloger  à  Paris.  TRAITE  D'HORLOGERIE  THEOi 
RIQOE  ET  PRATIQUE,  approuve  par  l'Académie  royale 'des  Sciences,  1  roi 
in-4.  ,  avec  <ji  planches,  ijj'-  30  fr, 

TRINCA  V  )*  Élément  de  Mortification  ,  1  vol.  in-8.  10  fr. 

■  Arithmétique,  in-8. 

Trisection  (la  )  et  la  multisection  de  l'Arc  pour  la  règle  et  le  compas  seulement , 
par  P.  ,  in-8.  I  fr. 

YALMON  ■  DE  BOMARE.  Dictionnaire  raisonné  universel  d'Histoire  nain* 
relie  ,  i5  wl.  in-8.,  nouvelle  édition.  60  fr. 

VAUCHER.  Histoire  des  Conférées  d'eau  douce  ,  in-J.  ,  avec  fîg.  12  fr. 

VEGA.  Tabula* logarithmico-trigonometncœ,  a  vol.  in-S.  33  fr. 

Thésaurus  et  L/Ogarith/norum  complétas  ,  în-fol.  Go  fr. 

A  1EL.   Des  fondemens  des  Bâtimens  publics  et  particuliers,  in-L  2  fr.  5o  c. 

VÎÙLAtm.  RECUEIL  DE  TABLES  UTILES  A  LA  NAVIGATION,  ira* 
duit  de  l'anglais  dcJofth  Vvilliam  No  rie,  Professeur  d'Hydrographie  à  Londres; 
précède  d'un  Abrégé  de  "Navigation  pratique,  contenant  ce  qui  est  nécessaire  et  in- 
oispensal  le  à  toutes  les  classes  rie  M.rim  ;  enrichi  de  plus,  d'un  \  oeabulaire  des 
termes  les  plus  usités  dans  la  >ïiiino,-lc  tout  extrait  des  meilleurs  Auteurs  français, 
anglais,  espagnols,  et".  ;  recueilli,  mis  en  ordre,  et  augmenté  de  r- marques  et  ob- 
servations nouvelles,  parP.-A.  \  1  .laixe  ,  ex-Commissaire  de  M. unie,  Professeur 
de  Mathématiques  et  de  Navigation,  etc.  •  1  vol.  in-8.,  très  bien  imprimé,  beau 
Papier,  i8i5.  g  fr. 

*..   Cet  Ouvrage  est  extrêmement  utile  p->ur  les  Marins. 

VOJRON.  HISTOIRE  DE  L'ASTRONOMIE  depuis  1781  jusqu'à  181 1,  pou* 
servir  de  suite  à  l'Histoire  de  l'Astronomie  «le  Baiily,  in-4.  ,  181 1.  12  fr. 

Nota.  Cet  Ou  rage  est  indispensable  aux  personnes  qui   possèdent  les  5  vol.  de 

l'Astronomie  de  Baiuy. 

A  OLNJEY  .  Pair  de  Fiance  ,  Membre  de  l'Institut ,  etc.  VOYAGE  EN  SYRIE  ET 

EN  EGYPTE  pendant  los  années  1783,  84.  85;  4e  «--dit. ,  2  vnl.  in-8.  ,  1,^07.    12  fr. 

LES  RUINES,  ou  Méditation  sur  les  Révoluti   us  des  Empires,  5e    édition, 

revue  et  augmentée  par  l'Auteur  ,  1  vol.  in-ci.  ,  belle  édition  ,1817.  6  fr. 

LEÇONS  D'HISTOIRE  prononcées  à  l'École  Normal-  en  Tan  III  de  la  Ré- 
publique française  ;  Ouvrage  élémentaire  ,  contenant  des  mus  neuves  sur  la  nature 
de  l'Histoire,  etc.  ,  accompagné  de  Notes,  et  de  trois  plans  relatifs  à  l'art  de  cons- 
truire les  salles  d'assemblées  publiques  et  délibérantes  ,  1  vol.  in-8.  ;  nouvelle  édi- 
tion, 1S10.  ^  A  ir, 

Tableau  du  climat  du  sol  des  Etats-Unis  d'Amérique,  2  vol.  in-£.  q  fr. 

—  Simplificati  >n  des  Langues  orientales,  ou  méthode  facile  d'apprendre  les  Lan- 
gues arabe  .  persane  et  turque,  i    ■&.  5  fr> 

Recherches  nouvel  es  sur  l'Histoire  ancienne  ,  3  vol.  in-8. .  i8id.  i5  fr. 

■  Questions  de  Statistique  à  l'usage  des  \  ovageuis  ,  in-8. ,  iSi3.  -5  c. 

La  Loi  naturelle,  ou  Catéchisme  du  Citoyen  français,  1  vol.  in-iS.     1  fr.  25  c. 

\  OTAGES  du  Professeur  Pallas,  8  vol.  in-8.  et  allas.      '  60  fr. 

\  L  iLLIER.  Arithmétique  découverte  par  un  Enfant  de  dix  ans ,  on  manière  d'en- 
seigner l'Arithmétique  aux  Enfans,  in-8.  \  fr. 

WRONSKI  ,  Officier  supérieur  au  service  de  Russie.  Introduction  a  la  Philo- 
sophie des  Mathématiques ,  et  Technie  de  l'Algorithmie,  in-q. ,  181 1 .  tj  fr. 


Parmi  les  Ouvrages  anciens  on  rares  qui  <e  trouvent  <m  petit  nombre  à  ma 
Librairie  mathématique,  on  distingue  particulièrement  les  suivons:  les  Ouvrages 
mathématiques  à'I-.uter,  Dalembert ,  Ifewton ,  Descartes  ,  Bernoulli , 
Kepler,  Ticho  ,  Fermât ,  Leibmtz  .  Galilée,  Pappus ,  Uuygens ,  T'iete' 
Boscouich ,  Agnèsi,  H '  allis ,  IP'olff ,  Sgravesande  ,  Cramer,  CassinC. 
Neper ,  Mersénne,  Cavalerius ,  Ptolémée ,  Kircker,  Taylor  ,  Simpson 
Saunderson  ,  Emerson,  etc. ,  etc.  ;  diverses  éditions  d" F.nclide,  de  Diophante  , 
d'Archimède,  d' Appollonius,  —  Les  Mémoires  de  l'Académie,  des  Sciences 
de  Paris,  Berlin,  Pétersbour* ,  lui  m,  les  Mémoires  d«  rîiwumt,  les  ïnai- 
sactions  philosophiques  de  Loudi\s ,  etc. 


(  16  ) 


JOURNAI    DE    PHYSIQUE,   DE  CHIMIE ,  D'HISTOIRE  NATURELLE 
El   DE8   \KI*  i  planche*  ni  taille-douce  ;  rédigé  par  J.-C.  Delaméthi 

Professcui  au  Collège  de  France;  Ouvrage  périodique  qui  parait  toua  lea  i 
par  cahier  de  dix  (avilies  d'impression  (  format  in-.J-  >  ce  qui  forme  deux  volnmes 

p  .1  .m- 

Pria  de  l'abonnement  pour  P.iris,  27  fr.  pour  un  an  ,  33  fr.  pour  les  départemens  , 
et  39  fr.  pour  l'étranger. 

On  pentse  procure  des  Collections  complètes ,  des  volumes,  et  même  des  Numéros 
•  s  dudit  Journal  de   Physique. 

Il  .1  para  jusqu'à  ce  jour  83  volumes  de  cet  important  Ouvrage  ,  qui  renferme 
Ja  plus  grande  partie  des  Mémoires  curieux  et  intéressans  qui  ont  été  publies  depuis 
vingt-cinq  ans,  sur  la  Physique,  la  Chimie,  l'Histoire  naturelle  et  les  Ans,  etc. 
—  Le  prix  tic  chaque  volume  ,  contenant  six  mois,  est  de  i4  fr. 

ANNALES  DE  MATHÉMATIQUES  PURES  ET  APPLIQUÉES,  rédigées 
par  M.-J.-D.  Gergonne,  Professeur  au  Lycée  de  IN  ismes  ,  etc.;  Ouvrage  pério- 
dique, qui  paraît  tous  les  mois,  par  Cahier  de  4  a  5  feuilles  d'impression,  in-4°. 
Il  a  paru  jusqu'à  ce  jour  six  volumes  de  cet  Ouvrage,  qui  renferme  beaucoup  de 

Mémoires  curieux  sur  les  Sciences  Physiqaes  et  Mathématiques. 

Prix  des  six  volumes,  108  fr. 

Chaque  volume  séparé,  18  fr. 

Le  prix  de  l'abonnement  annuel  est  de  ai  fr.  pour  toute  l'étendue  delà  France, 
et  de  24  fr.  pour  l'étranger;  le   tout  franc  de  port. 


Ouvrages  sous  presse  chez  le  même  Libraire,  pour  paraître  fin  de 

Juillet   1817. 

HISTOIRE  DE  L'ASTRONOMIE  ANCIENNE,  par  M.  Delambre,  Membre 
de  l'Institut,  Professeur  au  Collège  de  France,  etc.,  2  vol.  in-4.  avec  niant 

VOYAGE  ASTRONOMIQUE  fait  en  Espagne  par  ordre  du  Bureau  des  Lon- 
gitudes de  France,  rédigé  par  MM.  Biot  et  Àrago,  Membres  de  l'Institut. 
(  Ouvrage  formant  le  tome  I\  de  la  Base  du  Système  métrique  de  M.  Delambre.  ) 
1  vol.  in  4- 


Nota.  On  se  charge  à  l'adresse  ci-dessous  de  toutes  les  Impres- 
sions ,  de  quelle  nature  qu  elles  soient. 
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